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提出了一种最小二乘粒子有限元方法，用其模拟了二维水珠滴落水面并飞溅散开的过程 (该法基于拉格朗日
描述，在每个时间步上使用扩展的 )*+,-.,/划分更新计算网格，并应用!形方法识别自由面形状；用最小二乘有限
元方法离散流体运动的 0,12*345678*9方程，并推导了一种自适应时间步长方案以提高计算效率和鲁棒性；引入网格
拉伸技术修正减小流体质量误差 (对水滴飞溅进行仿真，得到了与商用软件 :+7;4<=比较符合的结果，且具有更清
晰锐利的自由面 (
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" I 引 言

液珠撞击水面，反弹并散开，溅起漂亮水花，这

种复杂而美丽的图景是自然界以及工业进程中的一

种基本现象［"］，譬如雨滴滴落到池塘里，空气中的水

滴溅落在结冰的机翼上 (此问题可以归结为带自由
面的不可压缩流体运动问题，它在计算上存在如下

两个困难 (
困难之一是不可压缩 0,12*345678*9 方程的求

解 (方程中出现的强非线性的对流项，和作为拉格朗
日乘子引入的压力项，都给计算带来很大的挑战［&］(
第二个困难是自由面的跟踪或捕捉［<］(界面捕捉在
欧拉描述下的固定网格内，通过 JK:或者 B*1*+ 5*6
等方法的辅助辨识出界面位置［%］，这是当前最流行

的自由面求解方案 (但辅助方程的精确求解是困难
所在，需要额外的处理和反复初始化［?］(界面跟踪针
对拉格朗日描述下的移动网格，自由面与计算网格

边界重合，在初始时刻指定并在计算过程中保持不

变，用它可以得到精确的界面位置 (近些年来，跟踪
方法重新引起人们的重视，工作集中在引入特殊处

理来避免网格的畸变和自由面的拓扑变化，譬如

LBC、无网格方法、粒子有限元方法等 ( LBC［M］方法和
N*376等［’］提出的网格翻转算法能避免网格的畸变，

但都不能用来处理自由面的拓扑变化 (无网格方
法［$］由数据点直接计算插值函数，通过配点法［A］或

背景网格积分来离散方程得到数据结点的速度，通

过拉格朗日描述直接进行结点更新 (由于它没有网
格也就不存在网格的畸变，它的难点是如何施加强

制边界条件以及进行精确积分［"#］( >7.O,+*O等［""］使
用无网格自然元方法，通过!形算法识别边界来引
入强制边界条件，成功计算了坝溃等自由面问题，它

解决了边界条件的问题，但仍不能精确积分 (
P=*+97G. 和 K.,6* 提 出 的 粒 子 有 限 元 方 法
（N:CQ）［"&—"%］在使用!形算法识别边界的基础上，
引入了网格重新划分技术得到计算网格，以克服精

确数值积分的困难 (由于方法较新，现阶段对 N:CQ
的研究以 P=*+97G.和 K.,6*的小组为主，他们用其计
算了坝溃、晃动等一大类自由面问题 (但 N:CQ文献
中，时间步长的选取比较简单，可能造成流体穿透固

壁，所以作者在固壁外定义了一层额外的网格来阻

止液体的穿透［"&］(本文推导了一种自适应时间步长
格式，不再需要这层额外的网格，同时也提高了计算

的效率和鲁棒性；针对现有 N:CQ文献中没有关于
流体质量误差的说明，本文应用一种网格拉伸［"?］技

术减小了系统质量的误差；另外，引入最小二乘有限

元（B5:CQ）［"M］提高流体计算的稳定性 (综合以上数
值方案提出的最小二乘粒子有限元方法（B5N:CQ），
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通过用于求解水珠滴落飞溅问题，并和商用软件

!"#$%&’的结果进行比较和分析，验证了它在模拟自
由面流动问题中的有效性 (

) * 控制方程

+,-./0%12#3/4方程在拉格朗日描述下为
’!
’ ! 5 6 7

!

!

" 8"
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)! 8 " （7）

连续方程，即不可压限制条件为

!

·! 5 9， （)）
上述方程中，! 是速度场，" 为压力，!是流体密度，
" 表示体力，"是流体运动黏性系数，! 为时间 (方程
的初始条件为初始速度场 !9 (边界条件有

! 5 9 在 ##，

" 5 9 在 #" ( （&）

&* 数值求解方案

!"#" 有限元离散

不可压缩流体方程中，压力项事实上是作为拉

格朗日乘子引入的 (采用伽辽金有限元方法，会对插
值函数的选取提出一定的要求，即必须满足 :;;相
容性条件 (本文采用 :1!<=［7>］避免了此相容性条
件 (引入辅助变量旋度$ 5

!

? !，将方程（7）转化
为一阶格式使得插值函数为 $9 型，方程（7），（)）转
化为
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利用有限差分法进行时间离散得到
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% 5 7A) 为 B0,C3%+.D#"4#C 格式，为二阶时间精
度，常用于瞬变问题 (二维情况下写成矩阵的形
式，为
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数值求解中，通常 ! 的选取并不能使方程（E）得到
精确满足，而是有一个余量

$ 5 #! 6 " ( （>）
:1!<=即使余量（>）在最小二乘意义上达到最小值，
即使泛函

)（!）5 !#! 6 "!)
9 5（#! 6 "，#! 6 "），（F）

取最小值，其必要条件为对于任意的!

".G
!"9

’
’ !)（! 8 !!）5 )（#!，#! 6 "）

5 9#（#!，#!）5（ "，#!），（H）

给定单元插值函数&*，则近似函数可以表示为
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"$（"）（% # & $）#$， （$）

其中 "# 为单元结点数 %于是方程（&）的离散形式为

#$ ! % % （"’）
对应的单元刚度矩阵和载荷矩阵分别为

#( !"%(

（&""，&")，⋯，&""#
）#

*（&""，&")，⋯，&""#
）+%， （""）

%( !"%(

（&""，&")，⋯，&""#
）# ’+%，（")）

其中

&"" ! &’"" , &"
!"’

!( , &)
!"’

!) %

容易证明，刚度矩阵 # 对称正定［"-］，可以使用
预处理共轭梯度法或 ./01(234分解高效求解 %

!"#" 网格生成

水珠撞击水面飞溅，网格会产生很大的变形 %在
拉格朗日描述下，需要保证整个计算过程中网格没

有扭曲 %此处采用一种网格重新划分算法 % 5064(7［"8］

使用了 # 19# 时间复杂度的算法进行了网格的重新
划分 %为了避免网格的蜕化，.:1;0［"&］将 5064(7的方
法进行了扩展，主要思想是把邻接的三角形单元合

并成一个多边形单元，.:1;0验证了其在大规模数据
点云生成网格的有效性 %
因为扩展划分可能生成多边形网格，常用的面

积插值方法不再适用 %本文采用 <0=>?@A20= 插值方
案计算插值函数［"$］%值得注意的是，此插值方案中
插值的过程和自然元方法中使用的过程类似，但有

着本质的不同 %无网格中，变量在有重合的离散域上
插值，所以难以找到精确的积分方案 %而本文的插值
是在划分后的单元上进行的，因此可以使用精确的

积分方案：多边形上的积分通过在其子三角形上进

行高斯积分然后求和得到［)’］%

!"!" 边界识别

水珠滴落后自由面会发生拓扑变化，如液面的

破碎和撞击 %此时需要识别出新的边界 %本文采用一
种&形算法［)"］，它可在第 B节描述的网格划分算法
上进行构造：

对于生成的网格单元的外接圆，如果其半径大于

&!，此单元为失效单元，单元上所有结点是边界点 %
这里 ! 为单元的特征尺度，&是一个调节参

数 %通常取&! "C) %
通过扫描失效单元，不仅可以识别出边界，还能

识别飞出流体区域的独立的点 %推导表明这些点的
D?EFG离散方程直接退化为牛顿第二定律方程，因
此对于这些独立点不需要特别处理 %这也是 D?EFG
和 HEFG结合的优点 %
图 "显示了给定点集的网格划分和边界识别后

的结果 %其中所有线段（实线和虚线）表示三角划分
生成的网格，虚线表示失效的单元，实线为有效单

元，粗实线组成了边界识别后的网格形状 %可以看
出，三角划分只能给出所有点的凸包，但是结合"形
算法后，不仅识别出了外部边界和内部边界，甚至能

捕捉到飞溅出来的流体 %

图 " 网格划分以及边界识别

边界识别出来后，可以在 D?EFG的离散方程上
直接施加本质边界条件 %

!"$" 自适应时间步长

为了得到合适的时间步长，本文考虑了三种自

适应时间步长算法：

"）假设结点 $ 速度为 !$，距其最近的结点与其

距离为 !$ %取

#* I J@=
$
（ %$ K!$），

如

#* ! "KL J@=
$
（ %$ K!$）%

这种方法很容易实现，也是 HEFG［")—"B］使用的方法 %
但在某些情况，如存在刚体运动时会造成#* 过小；
流体有可能会越过固壁边界，如图 )（A）所示，其中
"" 和 ") 表示固壁边界，流体质点 " 将越过固壁边
界到新的位置 "M %所以 HEFG文献中在固壁外定义
了一层额外的网格来阻止液体的穿透，事实上这层

网格是没有必要的 %
)）如图 )（:）所示，位置 " 的流体质点在#* 时

间后运动到新的位置 "M ! " ,#*! %选择的时间步长
的临界值使得单元面积为 ’，
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图 ! 自适应时间步长示意图

" !" # ""!# $" #!"!#
" !! # "!!# $! #!!!#
" !$ # "$!# $$ #!$!#

% %!#! # &!# # ’ % &， （"$）
其中

% % "!!$ ’ "! "$ ’ ""!$

"" "$ # ""!! ’!" "!，

& % !!!$ # "! $$ ’ $! "$ ’!! !$ ’ !"!$ ’ "" $$

# $" "$ #!" !$ # !"!! # "" $! ’ $" "! ’!" !!，

’ % !! $$ ’ $! !$ ’ !" $$ # $" !$ # !" $! ’ $" !! (
可从上述二次方程解出 # (如果解为负值，则对

时间步长无限制，如果为正，则取此值的 ")!为时间
步长 (这种方法能有效地防止流体穿过固壁，但在图
!（*）所示的情况下，可能会得到较大的不合适的时
间步长 (

$）如图 !（+）所示，变形后所有角度大于原角度
的 ")! (以"" 为例，初始的角度

"" % +,*-+.（ !!" / !$" ，!!"· !$"），
变形后"0" % ")!"(得到和（"$）式类似的二次方程，
求解便可得到时间步长 (
本文联合使用了 !）和 $）：!）用在失效单元内来

阻止流体穿透固壁，$）用在有效单元内来得到合适
的时间步长 (

!"#" 质量修正

在拉格朗日描述下更新网格结点位置会给流体

的总体积带来很小的误差 (这个误差在每个时间步
很小，但会在整个计算过程中累积，最终影响流体总

质量的守恒性，粒子有限元文献中对质量误差没有

进行说明 (本文使用 1+2+23-3［"4］提出的一种网格拉
伸修正方案 (自由面结点位置由如下公式修正：

"( % " # "&’5 ()#! 3. #6， （"7）

其中 #! 是界面的法向，) 是结点的特征尺度，(!
［ ’ "&&，"&&］为调节参数 (因为只有一个参数，可以
通过扫描 ’ "&&到 "&&之间的所有值得到 (最后扫描
得到的 ( 使得 *( ’ *3,898. 达到最小 (其中 *( 是修

正后质量，*3,898.为最初的质量 (
这个修正是非物理的，但在数值上完全可以接

受，因为每一步的最大误差仅为 "&’ 7 (但修正后，在
整个计算过程中，流体的质量误差都在 "&’ 5之内 (

!"$" %&’()*求解步骤

综上可以得到 :;<=>?的整个求解步骤 (由于
采用了拉格朗日描述，流体方程中没有了非线性的

对流项 (但问题的非线性没有消失，它体现在网格移
动造成的插值函数的变化 (所以在每个时间步需要
采用如下的迭代步骤：

"）从（"&）式计算得到（$，+，$）, # "，

-,#"，.
"% -,#"，.

%& /,#"，.#"
&0 % -,

"%1
,
"% # -,#"，.

"% 1,#"，.!%
，（"4）

其中

%. %"2
’.&& #"’.

"!&" #"’.

"$&! @2，

% %（%"，%!，⋯，%3,
），

’" %

&
"
!# ’（" ’(）"

+
"! #!"$"( )$

!
!# ’（" ’(）"

+
"$ ’!"$"( )!
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（, # "，.）是指第 , # " 时间步的第 . 次迭代，（ , #
"，&）即第 , 时间步的结果 (值得注意的是（"4）式中
, # "和 , 步所用的插值函数分别基于新网格和旧
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网格，因此是不同的，不同迭代步 ! 的插值函数也是
不同的 !

图 " 不同时刻自由面的形状

#）在拉格朗日描述下更新结点位置，从 ! $
%" &% " 可以得到

"#’(，!
$ $ "#

$ ’ (&#（"#
$ ’ "#’(，!

$ ）!" ! （()）

"）生成网格并识别边界 !
*）检查速度场是否收敛，

!!’( + !!

( ’ !!’( , (-+) !

如果收敛转第.）步，否则转第(）步直至迭代收敛 !
.）修正质量并进行下一个时间步的计算 !

* / 数值算例

本文计算了二维水珠滴落水面的时间历程 !一

个高 -/0 1，直径 -/(. 1的水珠滴入 # 1 2 ( 1的水
池里，水池的自由面位于 % $ -处 !图 .给出了不同
时刻的自由面形状 !
在初始时刻，水珠在重力加速度的作用下开始

下落；" $ #& &! ’ $ -/"". 3时，流体撞上液面如图 "
（4）所示；图 "（5）所在时刻，流体向两侧飞溅；图 "
（6）时刻，流体被溅起直至撞到左右壁面，水面被砸
出一个大坑；在图 "（%）时刻，被砸出的流体开始慢
慢聚拢，这也是水珠撞击深水面和撞击固体不同的

地方［(］；在聚拢到最高点时，如图 "（7）所示，中间部
分的流体开始下落并把两侧的流体推开；形成如图

"（8）所示的两个峰；图 "（9）时刻，流体贴到左右壁
面；图 "（:）时刻，由于中部流体减速较快，两边减速
较慢，形成了帽子的形状；之后流体在初速度和重力

的作用下，经历几次类似于呼吸的上下运动，随着运

)#0) 物 理 学 报 .0卷



动幅度的减小，还会出现如图 !（"）所示的两个行波
的相撞 #最后流动在黏性的作用归于静止 #
图 $给出了 ! % &’( )时识别出来的网格和边界

形状 #

图 $ ! % &’( )时的网格形状

将整个计算结果与商用软件 *+,-.!/的结果进
行比较 # *+,-.!/的网格大小为 !00 1 !00，234*56结
点数目为 7088 #

图 (为初始几个时刻 *+,-.!/计算的自由液面
形状，234*56的结果与之符合 #
图 7为另几个时刻 *+,-.!/得到的自由面形状 #

水珠在没有碰撞水面之前，理论上和 234*56得到
的都是圆形，而 *+,-.!/结果中水珠底部已经变形，
这是欧拉描述和 9:*方法在界面捕捉和构造上的
不精确性造成的 # 234*56 在每一时刻都能得到清
晰锐利的自由面形状 #这也是拉格朗日描述比欧拉
描述的优点 #
图 7 中，&’( )时 *+,-.!/的结果也呈帽子的形

状，但比 234*56的结果稍宽 #在 !’! )，234*56的结
果是两个相撞的行波，但 *+,-.!/ 的结果已经表现
出明显的不对称 # 为了进行进一步比较，取（0，
; 0’(）这个固定位置，将 234*56和 *+,-.!/得到的
速度以及压力值比较如图 <所示 #
在运动的初始阶段，自由液面的形状十分符合，

从图 <可以看出两种方法得到的速度也基本一致 #
在 !)后，自由面形状以及速度开始有所偏差，这是

图 ( 在 0’8，=’(以及 =’>( )时 *+,-.!/计算结果

图 7 在 0’!，&’(以及 !’! )时 *+,-.!/计算结果

<&<7==期 汤 波等：水珠滴落的最小二乘粒子有限元方法模拟



图 ! （"，# "$%）固定点处 &’()*+和 ),-./01速度和压力比较

因为问题的强非线性，初始结果的不同造成偏差越

来越大 2从对称性上来说，水平方向速度理论上应为
"，&’()*+的速度基本为零，但 ),-./01结果中水平
方向速度变得越来越大 2压力上，两者结果都有几个
明显的突变，这是由于碰撞造成的 2

% $ 结 论

文中推导了一种自适应时间步长格式，对粒子

()*+进行了改进；并引入质量修正方案，减小了质
量误差 2使用 &’)*+ 作为流体计算的空间离散方
案，提出了 &’()*+2它有效地集成了 &’)*+求解稳
定和 ()*+处理大变形问题的优点 2最后用 &’()*+
模拟了二维水珠滴落水面飞溅直至平静下来的整个

时间历程，并与商用软件 ),-./01进行了对比，在运
动的前段结果十分符合；而与欧拉描述的 ),-./01
相比，&’()*+充分吸收了拉格朗日描述的优点，在
整个时间历程上得到了锐利清晰的界面 2
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