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利用含时量子变换理论，由量子变换理论中的变换矩阵，方便地给出了含时谐振子的演化算符，从而求得了含

时谐振子的精确解 *
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$ A 引 言

含时问题［$，"］是量子理论中的一个重要问题 *在
量子跃迁、辐射的吸收和发射等基本问题中都涉及

到含时问题 *不仅如此，在量子计算［(］、量子纠缠［.］

中也涉及到含时体系问题 *因此，对含时问题进行研
究，不仅对量子理论本身，而且对量子信息论都具有

重要意义 *
在量子理论中，随时间变化的谐振子就是一个

重要的含时模型，人们通过对这一模型的研究，可以

得到它的时间演化算符，从而求得态矢的演化及波

函数 *文献［)］利用量子变换理论［#］，对变频谐振子
模型作了详细地研究，文献［&］讨论了含时谐振子的
逆问题与压缩态 *这些研究都为人们求解这类含时
问题提供了一种很有价值的途径 *文献［)］所用的方
法是先设定时间演化算符，然后由量子变换理论，给

出确定演化算符中各系数所满足的微分方程，再通

过求解各系数所满足的微分方程，进而得到时间演

化算符的表达式 *而求解各系数所满足的微分方程，
会给问题的求解带来一定的不便，并且微分方程有

时不一定能严格求解，所以，用文献［)］给出的结果
做进一步的计算难免存在一定的困难，特别是很难

给出态矢演化和波函数等表达式的解析形式 *本文
利用量子变换理论，从其中的正则变换矩阵出发，可

方便地得到时间演化算符的解析表达式 *而且通过
下面的讨论可以看到，本文所给出的结果为进一步

的计算，如态矢的演化、波函数、矩阵元及跃迁概率

等的计算，带来了很大的方便，并能得到这些结果的

解析表达式 *

" A 变频谐振子的严格解

含时谐振子是一个重要的动力学体系，其
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于是，我们得到
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则根据量子变换理论［-］给出的 * 算符的三种表达
形式：
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我们很容易写出（%#）式中演化算符 *（ "）的一般指
数型、正规乘积型和反正规乘积型形式，分别为
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从而，最后得（%）式的严格解为
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>A 初态演化

设初态为真空态，将 &（#）〉" #〉代入（%-）
式，并利用时间演化算符的正规乘积（%>）式，经过简
单计算得到
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（%.）式正是真空压缩态 (由此我们可以清楚地看出，
支配由（%）式所描述的动力学演化的 B@C,7:?8,@8是
由压缩变换而来的 (
再设初态为相干态，将 &（#）〉" .〉代入（%-）

式，并利用时间演化算符的正规乘积（%>）式，可得
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其中，!（ "）* !+",-"（ "）.
为进一步计算，在（&)）式中插入相干态的完备

关系
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利用高斯积分公式［)］
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式中 & * &6是非奇异矩阵，’ 和$是任意复数 .将
（’&）式代入（’3）式，得
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利用厄米多项式的生成函数公式
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计算（’’）式
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最后，将（’:）式代入（&)）式，得初态是相干态的态矢
演化为
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这也是文献［<］给出的结果 .

: = 波函数

现在计算（&）式的波函数 .由（&>）式得
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利用（#"）式，分别对 " 和 ")积分，考虑（#0）式，最后
得到
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如果取初态为真空态，将 %% -!%，.代入（0"）
式，则得到真空压缩态的波函数为
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若初态为粒子数态，将%% -!%，$代入（0"）式，

则得到粒子数压缩态的波函数为
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56 结 论

通过上面的计算可以清楚地看出，本文所用的

方法简单易行，并能直接给出时间演化算符的简洁

表达式 /利用本文给出的演化算符，对于任意给定的
初态，可以非常方便地计算态矢的演化、波函数以及

矩阵元等，得到它们清晰的解析表达式 /同时，这一
方法也为量子信息处理［7］中的量子纠缠、非定域性

动力学等提供了方便的途径，这再一次说明了量子

变换理论的普适性和优越性 /
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