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考虑了在非线性边界条件下的弹性矩形板方程 *利用 +,-./012方法，首先证明了该方程在非线性边界（,）及初
值 !$""，!!""的条件下初边值问题存在唯一整体弱解 !（ #）*其次证明了该方程在非线性边界（3）及初值 !$"
"!，!!""! 的条件下初边值问题也存在唯一整体弱解 !（ #）*

关键词：弹性矩形板方程，非线性边界条件，初边值问题，整体解

!"##：$%4(+，$#5$

!山西省自然科学基金（批准号：#$$4!!$$(）和国家自然科学基金（批准号：!$’’#!%!）资助的课题 *

" 678,1-：91,2:.2;<=>3-1?* @A * BC* ?2

! D 引 言

考虑弹性矩形板方程
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其中!为板的质量密度，& 是板的弯曲刚度，’!，’#

为板中应力，( 为板中面发生单位面积改变所需要
的薄膜张力，"为正的无量纲的小参数，$ H（$，!）
I（$，!）为变形前板中面所占据的区域，#为阻尼系
数，在初始条件
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下的整体弱解的存在唯一性 *这个问题基于由 KL［!］

提出的一维梁方程
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KL研究了此方程在非齐次边界条件下整体弱解的
存在唯一性及系统能量的指数衰减 *事实上，对于一
维梁方程，从 !5($年，由 ML12L:B0A7N/1.O./［#］提出来
以后，随后一系列的作者研究过它的初边值问题，其

中 P,--［%，&］的方法比较突出，即 +,-./012方法证明了
更一般的梁方程初边值问题的解的存在唯一性 *还
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有许多的作者［!—"］研究了上述问题的混沌运动 #对
于二维板，也有不少作者进行过研究，如 $%&’［(］研究
了热弹性板解的稳定态的空间行为，韩强［)*］给出了

一类非线性板的混沌运动 #但却一直很少有人研究
过它的初边值问题解的存在性 #本文利用 +,-.&/%0
方法，给出了二维板方程（)）在两组非线性边界条件
（,）及（1）下初边值问题整体弱解的存在唯一性 #

2 3 基本假设

对于方程（)），我们有如下假设：设! 4（*，)）5
（*，)），记 ! 4! 5［*，"］（" 为充分大的正数），#，
$)，$2，"，#，$，" 6 * 为常数 #为书写方便，以下讨
论中某三元函数 %（&，’，(）关于 &，’ 的偏导数记为
%&（&，’，(），%’（ &，’，(），%&&（ &，’，(），%’’（ &，’，(）
等；关于 ( 的偏导数记为 %(（&，’，(），%((（&，’，(）等 #
)（&，’，(）有时为书写方便简记为 )（ (）或 ) #对于
非线性函数 *（·），+（·），设 *，+：,!, 为连续可微
函数，满足

*（*）4 *，且［ *（ -）7 *（ .）］（ - 7 .）

" / 8 - 7 . 8 2，# -，. $ ,，/ 6 *，
+（*）4 *，且［+（ -）7 +（ .）］（ - 7 .）
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我们定义如下 9’1’-.:空间 #

1 4｛) $ 22（!） )（*，’，(）
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< 3 主要结果及其证明

定理 ! 设 *（ .），+（ .）满足上述假设条件，则
对任意的 )*，))$3 且满足相容性条件
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存在函数
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满足系统（)）—（!）#
证明 首先考虑系统（)）—（!）的变形问题，即

求 )（ (）$3，对一切 6$1 有
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下面我们用 @,.>’A+,-.&/%0逼近方法得到解的
存在性 #
步骤 ! 近似解 #设｛%7｝是 3 的一个解，并且

38 是由向量%)，%2，⋯，%8 所生成的空间，寻求一

个函数
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其中 98
7（ (）为未知函数，使得对于任意的%$38 满

足逼近方程
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(（&，’，*）4 ))8 ! )) （在 3中强收敛）#（)2）

则（)*）—（)2）式等价于一个常微分方程组的柯西问
题，则逼近方程（)*）—（)2）在［*，(8］中存在解 )8（ (）#
以下讨论中，用 5 表示与 8，" 均无关的常数，

且它们在不同的表达式中可能有不同的值 #
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步骤 ! 作先验估计 !
估计 " 在（"#）式中取! $ !"
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则我们可找到一仅仅依赖于 ) 的常数 ( ( $，使得
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步骤 ! 收敛性 )综上可得" !""，" !"
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+）中有界，故存在子序列｛!"｝满足 !"# ! 在
*+（$，)；+）中弱星收敛；!"’ # !’ 在 *+（$，)；+）中
弱星收敛 )从而说明存在整体解
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!(".##"" # !"&".’""）)
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同理

!! ! "（"#$$"" # !"%"#&""），

又

!$ %#
&

’
’（(&（&，$，&））#&（&，$，&）($

)#
&

’
’（)&（&，$，&））#&（&，$，&）($

$#
&

’
* #&（&，$，&） " ($

$’ *
同理

!+ %#
&

’
+（(&（,，&，&））#&（,，&，&）(,

)#
&

’
+（)&（,，&，&））#&（,，&，&）(,

$#
&

’
- #&（,，&，&） " (,

$’ *
则（"’）式变形为

&
"

(
( (&（"#,,"" # "#$$"" # ""#,$""

#
.&

%"#,"" #
."

%"#$"" # !%"#&" )"
! !& # !"

!"（"#,,"" # "#$$"" # !%"#&""），

则由 ,-./0122不等式和 (’ % )’，(& % )&，则有

# % ’，
从而唯一性得证 *
定理 ! 设 ’（ /），+（ /）满足上述假设条件，则

对任意的 (’%0&，(&%0& 且满足相容性条件

(’
,,,（&，$）# "(’

,$$（&，$）

)
.&

% # 1
"%#"("

, (,(( )$ (’
,（&，$）

% ’（(&（&，$）），
(’

$$$（,，&）) "(’
,$（,，&）

)
."

% # 1
"%#"("

$ (,(( )$ (’
,（,，&）

% +（(&（,，&）），
存在函数

(（ &）%2"（’，3，0&）& "’（［’，3）；3&）

&0"，3（’，3；2"（"））*
满足系统（&），（"），（+）—（4）*
证明 首先考虑系统（&），（"），（+）—（4）的变形

问题，即求 (（ &）%0&，对一切 4%3& 有

#"(,,4,, (,($ ##"($$4$$ (,($

# "#"(,$4,$ (,($ # !%#"(&&4(,($

##$%#"(&4(,($

#
.&

% # 1
"%#"（(,）

" (,(( )$#"(,4, (,($

#
."

% # 1
"%#"（($）

" (,(( )$#"($4$ (,($

##
&

’
’（(&（&，$，&））4（&，$，&）($

##
&

’
+（(&（,，&，&））4（,，&，&）(, % ’* （"&）

下面我们也利用 516(.7,126-89/逼近方法得到
解的存在性 *
步骤 " 近似解 *设｛%5｝是 0& 的一个解，并且

06
& 是由向量%&，%"，⋯，%6 所生成的空间，寻求一

个函数

(6（ &）% ’
6

5 % &
76
5（ &）%5，

其中 76
5（ &）为未知函数，使得对于任意的%%06

& 满

足逼近方程

#"(6
,,%,,(,($ ##"(6

$$%$$(,($

# "#"(6
,$%,$(,($ #!%#"(6

&&%(,($ ##$%#"(6
&%(,($

#
.&

% # 1
"%#"（(6

,）
"(,(( )$#"(6

,%,(,($

#
."

% # 1
"%#"（(6

$）
"(,(( )$#"(6

$%$(,($

##
&

’
’（(6

&（&，$，&））%（&，$）($

##
&

’
+（(6

&（,，&，&））%（,，&）(, % ’， （""）

及

(6（,，$，’）% (’6 ( (’ （在 0& 中强收敛），（":）

(6
&（,，$，’）% (&6 ( (& （在 0& 中强收敛），（"!）
则（""）—（"!）等价于一个常微分方程组的柯西问题，
则逼近方程（""）—（"!）在［’，&6］中存在解 (6（ &）*
步骤 # 作先验估计 *
估计 " 在（""）式中取% % (6

&（ &），再利用分部
积分得

&
"

(
( [& "(6

,,"" # "(6
$$"" # ""(6

,$""
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! !!!"#
$ !" !

%#

!!"#
&!" ! ’

$!!"#
&!$

!
%"

!!"#
(!" ! ’

$!!"#
(! ]$ !"#! !"#

$ !"

!"
#

%
)（"#

$（#，(，$））"#
$（#，(，$）&(

!"
#

%
*（"#

$（&，#，$））"#
$（&，#，$）&& ’ %( （")）

考虑到 )，* 的假设，然后再从 % 到 $（ * $#）积分
（")）式得

!"#
&&!" ! !"#

((!" ! "!"#
&(!"

!
%#

!!"#
&!" !

%"

!!"#
(!"

! !!!"#
$ !" ! ’

$!!"#
&!$ ! ’

$!!"#
(!$

#!"#
&&（%）!" ! !"#

((（%）!" ! "!"#
&(（%）!"

!
%#

!!"#
&（%）!" !

%"

!!"#
(（%）!"

! !!!"#
$（%）!" ! ’

$!!"#
&（%）!$

! ’
$!!"#

(（%）!$ ( （"+）

又由于初始条件

"#（&，(，%）’ "%# $ "% （在 +# 中强收敛），

"#
$（&，(，%）’ "## $ "# （在 +# 中强收敛），

则存在一常数 , 仅仅依赖于 ’ 使得

!"#
&&!" ! !"#

((!" ! "!"#
&(!"

!
%#

!!"#
&!" !

%"

!!"#
(!" ! !!!"#

$ !"

! ’
$!!"#

&!$ ! ’
$!!"#

(!$ # ,， （",）

对一切 $%［%，’］和对一切 #%% 成立 (再由庞加莱
不等式有

!"#!#
#
&"
!"#

&!# , (

估计 ! 在（""）式中取$ ’ "#
$$（%）及 $ ’ %，利用

分部积分，并考虑到相容性条件得

!
!!"#

$$（%）!"

[# !"%#
&&&&! ! "!"%#

&&((!

! !"%#
((((! !"#! !"##! !

%#

!!"%#
&& !

! ’
"!!"%#

& !"!"%#
&& ! !

%"

!!"%#
(( !

! ’
"!!"%#

( !"!"%#
(( ]! !"#

$$（%）! ( （"-）

故存在常数 , . %，使得

!"#
$$（%）!# ,，’# % % (

估计 " 在（""）式中分别取 $ ’ $ !%和 $ ’ $
后，两式相减，再取$ ’ "#

$（ $ !%）/ "#
$（ $），并利用

分部积分得

!
"!

&
& $!"#

$（ $ !%）/ "#
$（ $）!"

! #
"

&
& $!"#

&&（ $ !%）/ "#
&&（ $）!"

! #
"

&
& $!"#

((（ $ !%）/ "#
((（ $）!"

! &
& $!"#

&(（ $ !%）/ "#
&(（ $）!"

!
%#

"!
&
& $!"#

&（ $ !%）/ "#
&（ $）!"

!
%"

"!
&
& $!"#

(（ $ !%）/ "#
(（ $）!"

!"#! !"#
$（ $ !%）/ "#

$（ $）!"

! ’
"!"&（"#

&（ $ !%））
" &&&("&"#

&（ $ !%）

0（"#
&$（ $ !%）/ "#

&$（ $））&&&(

/ ’
"!"&（"#

&（ $））" &&&("&"#
&（ $）

0（"#
&$（ $ !%）/ "#

&$（ $））&&&(

! ’
"!"&（"#

(（ $ !%））
" &&&("&"#

(（ $ !%）

0（"#
($（ $ !%）/ "#

($（ $））&&&(

/ ’
"!"&（"#

(（ $））" &&&("&"#
(（ $）

0（"#
($（ $ !%）/ "#

($（ $））&&&(

!"
#

%
［*（"#

$（&，#，$ !%））/ *（"#
$（&，#，$））］

0（"#
$（&，#，$ !%）/ "#

$（&，#，$））&&

!"
#

%
［ )（"#

$（#，(，$ !%））/ )（"#
$（#，(，$））］

0（"#
$（#，(，$ !%）/ "#

$（#，(，$））&( ’ %(（"1）
记

-, ’ ’
"!"&（"#

&（ $ !%））
" &&&("&"#

&（ $ !%）

0（"#
&$（ $ !%）/ "#

&$（ $））&&&(

/ ’
"!"&（"#

&（ $））" &&&("&"#
&（ $）
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!（!"
#$（ $ "!）# !"

#$（ $））$#$%，

&% & ’
’(!"（!"

%（ $ "!））
’ $#$%!"!"

%（ $ "!）

!（!"
%$（ $ "!）# !"

%$（ $））$#$%

# ’
’(!"（!"

%（ $））’ $#$%!"!"
%（ $）

!（!"
%$（ $ "!）# !"

%$（ $））$#$% (
现在开始估计 &)，

&) & ’
’(!"（!"

#（$ "!））
’$#$%!"!"

#（$ "!）

!（!"
#$（$ "!）# !"

#$（$））$#$%

# ’
’(!"（!"

#（$））’$#$%!"!"
#（$）

!（!"
#$（$ "!）# !"

#$（$））$#$%

& ’
’("（!

"
#（$ "!））"

’!"!"
#（$ "!）

# !"
#（$））（!"

#$（$ "!）# !"
#$（$））$#$%

" ’
’(!"（（!"

#（$ "!））
’ #（!"

#（$））’）$#$%

!!"!"
#（$）（!"

#$（$ "!）# !"
#$（$））$#$%

& ’
’("!"

#（$ "!）"
’!

*

+
［!"

#（*，%，$ "!）

# !"
#（*，%，$）］［!$（*，%，$ "!）# !$（*，%，$）］$%

# ’
’("!"

#（$ "!））"
’!"（!"

##（$ "!）

# !"
##（$））（!

"
$（$ "!）# !"

$（$））$#$%

" ’
’(!"［!"

#（$ "!）" !"
#（$）］

!［!"
#（$ "!）# !"

#（$）］$#$%

!!
*

+
!"

#（*，%，$）［!"
$（*，%，$ "!）# !"

$（*，%，$）］$%

# ’
’(!"［!"

#（$ "!）" !"
#（$）］

!［!"
#（$ "!）# !"

#（$）］$#$%

!!
*

+
!"

##（$）［!
"
$（$ "!）# !"

$（$）］)%

#*"!"
##（$ "!）# !"

##（$）"’

" *#’("!"
$（$ "!）# !"

$（$）"’

" +!
*

+
!"

$（*，%，$ "!）# !"
$（*，%，$）’$% (

同理

&% #*"!"
%%（ $ "!）# !"

%%（ $）"’

" * #’("!"
$（ $ "!）# !"

$（ $）"’

" ,!
*

+
!"

$（#，*，$ "!）# !"
$（#，*，$） ’ $# (

故从（’,）式有

*
’

$
$ [$ "!"

##（ $ "!）# !"
##（ $）"’

" "!"
%%（ $ "!）# !"

%%（ $）"’

" ’"!"
#%（ $ "!）# !"

#%（ $）"’

"
-*

("!"
#（ $ "!）# !"

#（ $）"’

"
-’

("!"
%（ $ "!）# !"

%（ $）"’

" #("!"
$（ $ "!）# !"

$（ $）" ]’
# (* "!"

##（ $ "!）# !"
##（ $）"’

" "!"
%%（ $ "!）# !"

%%（ $）"’

" ’"!"
#%（ $ "!）# !"

#%（ $）"’

"
-*

("!"
#（ $ "!）# !"

#（ $）"’

"
-’

("!"
%（ $ "!）# !"

%（ $）"’

" #("!"
$（ $ "!）# !"

$（ $）" )’
" +!

*

+
!"

$（*，%，$ "!）# !"
$（*，%，$） ’ $%

" ,!
*

+
!"

$（#，*，$ "!）# !"
$（#，*，$） ’ $#

#!
*

+
［ .（!"

$（*，%，$ "!））# .（!"
$（*，%，$））］

!（!"
$（*，%，$ "!）# !"

$（*，%，$））$%

#!
*

+
［/（!"

$（#，*，$ "!））# /（!"
$（#，*，$））］

!（!"
$（#，*，$ "!）# !"

$（#，*，$））$# ( （-+）
考虑到 .，/ 的条件故（-+）式变为

*
’

$
$ [$ "!"

##（ $ "!）# !"
##（ $）"’

" "!"
%%（ $ "!）# !"

%%（ $）"’

" ’"!"
#%（ $ "!）# !"

#%（ $）"’

"
-*

("!"
#（ $ "!）# !"

#（ $）"’

"
-’

("!"
%（ $ "!）# !"

%（ $）"’

%.)/ 物 理 学 报 0)卷



! !!!"#
$（ $ !"）" "#

$（ $）! ]#
" (% !"#

&&（ $ !"）" "#
&&（ $）!#

! !"#
’’（ $ !"）" "#

’’（ $）!#

! #!"#
&’（ $ !"）" "#

&’（ $）!#

!
($

!!"#
&（ $ !"）" "#

&（ $）!#

!
(#

!!"#
’（ $ !"）" "#

’（ $）!#

! !!!"#
$（ $ !"）" "#

$（ $）! )# %

然后上式两边同除以"
#，再令"#&，则有

!"#
&&$（ $）!# ! !"#

’’$（ $）!#

! #!"#
&’$（ $）!# !

($

!!"#
&$（ $）!#

!
(#

!!"#
’$（ $）!# ! !!!"#

$$（ $）!#

(" !"$#
&& !# ! !"$#

’’ !#

! #!"$#
&’ !# !

($

!!"$#
& !#

!
(#

!!"$#
’ !# ! !!!"#

$$（&）! )# ’()（%)），

则我们可找到一仅仅依赖于 ) 的常数 % * &，使得

!"#
&&$（ $）!# ! !"#

’’$（ $）!#

! #!"#
&’$（ $）!# !

($

!!"#
&$（ $）!#

!
(#

!!"#
’$（ $）!# ! !!!"#

$$（ $）!# " % %

步骤 ! 讨论收敛性 % 综上可得! "# !，

!"#
&!，!"#

’!，! "#
&& !，! "#

’’ !，! "#
&’ !，

!"#
$$!，!"#

&$!，! "#
’$ !，! "#

&&$ !，! "#
’’$ !，

!"#
&’$! + %，由!"#!，!"#

&!，!"#
&&!，!"#

’!，

!"#
’’!有界可得 "# 在 *,（&，)；+$）中有界，由

!"#
$ !，!"#

$&!，!"#
$’!，!"#

$&&!，!"#
$’’!有界可

得 "#
$ 在 *,（&，)；+$）中有界，故存在子序列｛"#｝满

足 "## " 在 *,（&，)；+$）中弱星收敛；"#$ # "$ 在

*,（&，)；+$）中弱星收敛 %从而说明存在整体解

"（ $）$*#（&，,；,）% %&（［&，,）；+$）

%,#，,（&，,；*#（$））%
证毕 %
定理 " 定理 -中的解是唯一的 %
证明 如同定理 #的证明 %

［$］ ./ 0 1 #&&$ -.$/ % -0$/ % 1223 % 456 % #" 23-
［#］ 4/56/789:;<=5’>’= ? $@2& 7 % -.$/ % 18.3 % 1223 % $% -2
［-］ ABCC D 1 $@E- 7 % -.$/ % 18.3 % 1223 % "# F$
［G］ ABCC D 1 $@E- 7 % !699 % :;<. % $" &GF-
［2］ HB65’CB H A $@@G -05/.865= >0=0.?5/ %@##<865.$6@8= #$ $3@
［F］ I/JJB= A，1//6 0 K，1L9M’=5’’ ? $@33 7 % 1 % - % && $32

［E］ <B=B>5/N/6 O $@@2 A?@500B68C= @9 A3.=$656$’ ’& E
［3］ P/CQ8 I $@3$ 1?5/ % >.$ % -05/ % .8B 18.3’=6= % %( $-2
［@］ K5=/ H #&&2 7 % -.$/ % 18.3 % 1223 % !$# G$
［$&］ PB6 R $@@E 7@<?8.3 @9 ).6’<.8 D86E0?=6$’ @9 )05/8@3@C’ #) $2（56

KM56’8’）［韩 强 $@@E 太原工业大学学报 #) $2］
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!"# #$%&’#()# *(+ ,(%-,#(#&& ./ ’"# 01.2*1 &.1,’%.(
/.3 ’"# 4%&).#1*&’%)!51*’# #-,*’%.( ,(+#3

(.(1%(#*3 2.,(+*36 ).(+%’%.(&!

!"#$ %"#&’(")） *+"#$ ,("#&!-#)）. !/ 0/#&1-#$2）

)）（!"##$%$ "& ’()$*($，+,)-.,* /*)0$12)3- "& +$(4*"#"%-，+,)-.,* 343325，!4)*,）

2）（!"##$%$ "& ’()$*($，5"134 !4)*, /*)0$123- "& +$(4*"#"%-，6$)7)*% )3335)，!4)*,）

（0-6-(7-8 9 :;7-<=-> 233?；>-7(@-8 <"#/@6>(AB >-6-(7-8 9 C">6+ 233D）

E=@B>"6B
F# B+(@ A"A->，G- 6;#@(8-> B+- 7(@6;-H"@B(6&AH"B- -I/"B(;# /#8-> #;#&H(#-"> =;/#8">J 6;#8(B(;#@ K L(>@BHJ，=J B+- "(8 ;M

N"H->O(# <-B+;8，/#8-> #;#&H(#-"> =;/#8">J 6;#8(B(;#@（"）"#8 B+- (#(B("H 7"H/-@ 83"9，"#8 8)"9，G- A>;7- B+- -P(@B-#6-
"#8 /#(I/-#-@@ ;M " $H;="H G-"O @;H/B(;# 8（ 3）M;> B+- (#(B("H =;/#8">J 7"H/- A>;=H-<@K Q-6;#8HJ，/#8-> #;#&H(#-"> =;/#8">J
6;#8(B(;#@（=）"#8 B+- (#(B("H 7"H/-@ 83"9，"#8 8)"9)，B+- -P(@B-#6- "#8 /#(I/-#-@@ ;M " $H;="H G-"O @;H/B(;# 8（ 3）(@ "H@;

A>;7-8 =J /@(#$ N"H->O(# <-B+;8K

"#$%&’()：7(@6;-H"@B(6&AH"B- -I/"B(;#，(#(B("H =;/#8">J 7"H/- A>;=H-<@，N"H->O(# <-B+;8，$H;="H @;H/B(;#
*+,,：34R9N，32S3

!T>;U-6B @/AA;>B-8 =J B+- :"B/>"H Q6(-#6- L;/#8"B(;# ;M Q+"#P( T>;7(#6-（N>"#B :;K 233R))339）"#8 B+- :"B(;#"H :"B/>"H Q6(-#6- L;/#8"B(;# ;M V+(#"
（N>"#B :;K )3??2)4)）K

. W&<"(H：U("#G-#XYA/=H(6K BJ K @PK 6#
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