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根据宇宙大爆炸理论的预言，宇宙经历了由暴涨阶段到辐射阶段到物质阶段再到如今的加速膨胀阶段 ,在辐
射阶段所残留的退耦的自由光子便形成了现在人们所观测到的宇宙微波背景辐射 ,如果没有扰动，微波背景辐射
将是各向同性的，但是在宇宙形成的初期存在各种各样的扰动，因此宇宙微波背景辐射呈现各向异性 ,针对由遗迹
引力波对微波背景辐射极化所产生的各向异性的影响，重点讨论电场型极化和磁场型极化 ,
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! A 引 言

按照暴涨模型理论，宇宙在大爆炸后应该有一

急剧膨胀的暴涨期，这种暴涨形成的引力波可以一

直延续到现在，即所谓的遗迹引力波 ,另一方面，宇
宙在大爆炸后大约 +&万年，才开始形成电磁微波背
景，这种背景同样可以延续到现在，而且已得到了实

验的证实［$］,因此，在宇宙演化到今天的相当漫长的
时间内，遗迹引力波和电磁微波背景一直同时存在，

因而它们之间的相互作用将是不可避免的 ,这种相
互作用对微波背景的影响及其物理效应一直都是人

们关注的课题 ,
由于残余引力波的存在将会在宇宙的辐射阶段

对背景光子产生极化影响，使光子发生偏振，因此辐

射光子会呈现各向异性，当光子退耦后，这些影响将一

直保留，所以现在所观测到的宇宙微波背景辐射（/B.）
应该是各向异性的 ,本文将重点讨论遗迹引力波对微
波背景辐射光子极化所产生的各向异性的效应 ,

# A 描述微波背景辐射的参数———
CD97E;参量

由于微波背景辐射为光子辐射，因此可以用描

述极化光的 CD97E; 参量来描述 ,不妨考虑一束沿 F
方向传播的平面单色波，其角频率为!&，则光波的

电场矢量可以写为［!］

!" G #"（ $）@9;［!& $ H""（ $）］，

!% G #%（ $）@9;［!& $ H"%（ $）］， （!）
其中 #"，#% 是光的振幅，""，"% 是相位角 , CD97E;参
量定义为［%］

& G〈##
"〉I〈##

%〉， （#4）
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) G〈##"#% ;5<（"" H"%）〉， （#K）
其中，参数 & 代表辐射强度，为恒正 ,其他三个参数
被定义为光波的极化态，对于自然光或者是无极化

光，’ G ( G ) G &；对于 CD97E;参量，前面三个参
数用于描述线形极化，而参数 ) 则可以用来描述圆
形极化 ,

$ ,微波背景辐射极化各向异性

为了更好的描述 /B.极化的各向异性，通常用
一个 # L #的对称张量 *#+ 来描述

［#］，即
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这里，选用二维球极坐标系 !，( )" ，度规为

!"# !
" #
# $%&’( )

!
( （)）

通常情况下 $"# 可以展开为如下形式
［’，"*］：

$"# ! !
+

% ! ’
!

%

& ! , %
"’
%&(’
（ %&）"#（ !"）- ")

%&()
（ %&）"#（ !"[ ]），

（.）
其中

(’
（ %&）"# ! *% (（ %&）；"# , "

’ !"#(+
（ %&）；( )+ ， （/0）
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’ (（ %&）；"##
+
# - "
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（ %&）；#+#( )+" ，（/1）

这 里 “；” 代 表 协 变 微 商， *% !

’（ % , ’）！2（ % - ’" ）！；由（.）式可以看出可以分解
为两部分的和，即电场型极化和磁场型极化，分别用

’和 ) 来表示 (因而 345的极化存在着两种模式，
即电场型极化和磁场型极化，通常，电场型极化由密

度扰动或引力波所造成，其分布呈现为一标量的梯

度［*］，是无旋的，故也称为标量型极化；而磁场型极

化则只由引力波所造成，呈现为蜗旋状，故也称为张

量型极化 (为了定义电场型极化和磁场型极化，可以
类比经典电动力学里电场和磁场的定义 (众所周知，
在经典电动力学里，任意一矢量可表示为一标量函

数的梯度与矢量函数的旋度之和，即

# !

!

" -

!

6 $， （7）
即电场部分和磁场部分之和，为了能分离出电场部

分，只需对 #取散度，由于

!

·（

!

6 $）! #，所以

!

·

# 即为电场部分；同理，对 #取旋度，由于

!

6（

!

"）
! #，所以

!

6 # 即为磁场部分 (由此可以定义 345
电场型极化和磁场型极化为

,（ !"）! ’$"# , !"# !，( )" $+
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这里##
" ! !$##"#；而#"# !

# $%&!
, $%&!( )#

为二阶反

对称张量 (由于，$+
+ !，( )" ! #，于是（80），（81）式可

以化简为

, !( )" ! ’$；"#"# ， （90）

- !( )" ! ’#.
"$"#
；#. ( （91）

又 $；"#"# ! $"#；$!
"( )$
；%!
%#；利用 !$%；/ ! # 可以得到

$；"#"# ! $"#
；"#，于是
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；"#， （"#0）

- !( )" ! ’#.
"$"#
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由（"#0）和（"#1）式可知，电场型极化和磁场型极化

恰好可表示为极化张量的散度形式和旋度形式 (由
广义相对论中张量的协变微商和散度公式
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并利用联络的公式
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可求出全部联络项&’$%为
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其余联络项均为零 (利用（""），（"’），（"*0）和（"*1）
式可以得到
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容易证明
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且由于 $"" 和 $"’ 可展开为
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"
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由（".0），（".1），（"/0），（"/1），（"/:），（"70）和（"71）
式并化简可以得到电场型极化和磁场型极化的球谐

函数展开式为

, !( )" ! !
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为了描述电场型极化和磁场型极化的统计特性，即

电场型极化和磁场型极化的全天空分布，需要引入

两点间的关联函数，按照其定义［!，"］可以得到电场型

极化和磁场型极化的任意两点间的关联函数为

!" ( )! #〈" !"( )$ " !"( )! 〉!"$·!"! # %&’!

#!
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!
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利用关系式［$，"］

〈%&
#$%

&
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〈%!
#$%

!
#($(〉# !(#"##("$$(， （$,.）

将（$,-）和（$,.）式代入以上两式得
!" ( )! #〈" !"( )$ " !"( )! 〉!"$·!"! # %&’!

# !!
#$

# )( )$ # # *( )$ # *( )!
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又 由 于 )# %&’( )! # "!
! # * $!

#

$ # ) #
’##$ !"( )$ ’#$

!"( )!

可得

!" ( )! #〈" !"( )$ " !"( )! 〉!"$·!"! # %&’!
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#

0! # )( )$ # # *( )$ # *( )!
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（!1.）
即 !" ( )! 和 !( ( )! 分别用于描述宇宙微波背景辐
射的电场型极化和磁场型极化在全天空的分布

函数 +

" +遗迹引力波对宇宙微波背景辐射极
化的影响

现在来考虑由于遗迹引力波的存在对微波背景

辐射极化所产生的影响 +在（!1-）和（!1.）所求出的
电场型极化和磁场型极化的表达式中，所出现的

!"# 和!(# 分别为电场型极化或磁场型极化对每个具

体 # 值的极化功率谱 +它们的表达式为［2］

!"# # "!!$*! 3*)+ ( )* #"# ( )[ ]* !， （!$-）

!(# # "!!$*! 3*)+ ( )* #(# ( )[ ]* !， （!$.）

其中，)+ ( )* 为遗迹引力波的功率谱，而#"# ( )* 和

#(# ( )* 为扰动项，其表达式为

#"#（*）#$
$1

1
3$,)（*，$ [） ) -# ( ).

* -4# *
! -#（.）

.! *
" -(#（.）]. ，（!!-）

#(#（*）#$
$1

1
3$,)（*，$ [）! -# ( ).

*
" -(#（.）]. + （!!.）

以上两式中 ,)（*，$）# ) /%，其中 / # 0&5)&，0&表
示 67&8’&9散射的微分光深函数，其中，微分是对共
形时间$的微分；. # * $1 )( )$ ，

% # $
$1#11 * $

:#1! * $
:1#1"

) ;
2 #)1 * <

: #)! ) ;
:1#)" +

对于（!$-）和（!$.）可知电场型和磁场型的极化功率
谱受到遗迹引力波的功率谱 )+ ( )* 的影响，本文取
遗迹引力波的度规形式为 =>?度规，在弱场线性近
似可表示为［<］

3 2! # %!（$） ) 3$
! * "3- * +( )3- 3.3 3.[ ]- ，（!;）

其中 +3- 代表扰动项，由于引力波有两种极化模式，

即%极化和&极化 +因此 +3- 可以分解为这两种模式

的和，即
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!"# ! !! !，( )!"!"# ( )! " !" !，( )!"""# ( )! ，
（#$）

其中"!"# 和"""# 为极化张量，分别为

"!"# ! $%"$%# & $#"$##，

"""# ! $%"$## " $%# $#" ’ （#(）
将 ! ( )#

!，( )! 分解为傅利叶模式为

! ( )#
!，( )! !# )* "

#( )! *
%!（#）（"，!）+

"&·’，（#,）

其中# !!，"；!
（#）（&，!）表示振幅 ’那么遗迹引

力波功率谱可以表示为

(! ( )& ! $
#!!，"

!%（#）（"，!）!
（#）（"，!）’（#-）

本文取 !" 和 !! 相等，并令 !" ! !! ! !（&，!），
则遗迹引力波的功率谱又可表示为

(! ( )& ! #!# &，( )! ， （#.）
而 !（#）（"，!）满足如下正交关系：

〈!%（#）（"，!）!
（#/）（"/，!）〉

!
(!（&）

# $（" & "/）$##/ ’ （#0）

由（#.）式可知，遗迹引力波的功率谱强弱由引力波
振幅大小所决定，而［-，.］

!（&，!）! %
（&，!）
)（!）
， （*1）

其中 )（!）为宇宙学标度因子，放映了宇宙的膨胀；
而%（&，!）满足如下微分方程

［.］：

%2（&，!）" &# & )2 ( )!
) ( )[ ]
! %（&，!）! 13（*%）

由于在宇宙演化的各个阶段，其 )（!）的表述形式
并不相同，即 )（!）在宇宙演化的各个阶段变化规
律是不一样的，因而方程（*%）所解得的%（&，!）在
宇宙的各个演化阶段的表述形式也不相同，由此所

决定的遗迹引力波的振幅 !（&，!）和功率谱 (!（&）

在宇宙演化的各个阶段的表述形式也是不同的，同

时还可以看出 (!（&）还应该是共形时间!的函数 ’
因此，遗迹引力波对微波背景辐射极化的影响可以

表现为由于引力波功率谱随时间的变化对微波背景

辐射极化所产生的时间积累效应 ’但是（#%4）式和
（#%5）式并没有考虑引力波功率谱所带来的时间积
累效应，因此需要对（#%4）和（#%5）式所定义的微波
背景辐射极化功率谱进行修改，必须加入引力波功

率谱的时间积累效应 ’由（#%4）和（##4）式可知

*67 ! $!##&# )&(!（&）#
!1

1
)!+(（&，!）

8 & #,（’）" #2, "
# #,（’）

’# "
$ #/,（’）[ ]’

#

，（*#）

再由（#.）式代入（*#）式可得

*-, ! .!##&#)&!#（&）#
!1

1
)!+(（&，!）

8 & #, ( )’ " #2, "
##,（’）

’# "
$#/,（’）[ ]’

#

! .!##&#)& !（&，!）#
!1

1
)!+(（&，!）

8 & #,（’）" #2, "
##,（’）

’# "
$#/,（’）[ ]’

#

，（**）

现在需要考虑引力波功率谱的时间积累效应，为此

（**）式可作如下修改：将 !（&，!）提到#
!1

1
积分号以

内，和积分号内的部分一起进行对!积分，这就考
虑到了时间的累积效应，于是（**）式变成如下积分：

.!##&# )&#
!1

1
)!!（&，!）+(（&，!）

8 & #, ( )’ " #2, "
# #, ( )’

’# "
$ #/,（’）[ ]’

#

3（*$）

由于

&-,（&）!#
!1

1
)!+(（&，!）

8 & #,（’）" #2, "
# #,（’）

’# "
$ #/,（’）[ ]’ ，

那么（*$）式可转换为

.!##&# )&#
!1

1
!（&，!）)&-,（&）

#
， （*(）

再利用分步积分法可得

.!##&# )&#
!1

1
!（&，!）)&-,（&）

#

! .!##&# )& !（&，!）&-,（&）!11

&#
!1

1
&-,（&）)!（&，!）

# 3 （*,）

又因为

!（&，!）&-,（&）!11 ! !（&，!1）&-,（&，!1）

& !（&，1）&-,（&，1），
且

&-,（&，1）! 1，
于是

!（&，!）&-,（&）!11 ! !（&，!1）&-,（&，!1）’（*-）
将（*-）式代入（*,）式可得
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!!"!!" #!!
!$

$
"（!，!）#"#$（!） "

% !!"!!" #! "（!，!$）"#$（!，!$）

&!
!$

$
"#$（!，!$）#"（!，!）

"

% !!"!!" #!［""（!，!$）""
#$（!，!$）

& ""（!，!$）"#$（!，!$）!
!$

$
"#$ !，!( )$ #"（!，!）

’!
!$

$
"#$（!，!$）#"（!，!）

"］

% !!"!!" #!［""（!）""
#$（!）

& ""（!）"#$（!）!
!$

$
"#$（!，!）#"（!，!）

’!
!$

$
"#$（!，!）#"（!，!）

"］，

于是以上积分可以表现为三部分的积分之和，即

!!"!!" #!""（!）""
#$（!），

!!"!!" #! ""（!）"#$（!）!
!$

$
"#$（!，!）#"（!，!）

以及

!!"!!" #!!
!$

$
"#$（!，!）#"（!，!）

" (

而第一项恰好为参考文献［)］中所定义的极化功率
谱 %#$ ，而第三项则为考虑了遗迹引力波随宇宙演

化而带来的对 *+,极化的积累效应 -为此令

"./，"（!）%!
!$

$
"#$（!，!）#"（!，!）， （0!）

且定义遗迹引力波对 *+,极化的积累效应而产生
的功率谱为

%#$，" % !!"!!" #!""
#$，"（!）， （01）

于是可以重新定义 *+,电场型极化功率谱 %"#$ 为

%"#$ % %#$ ’ %#$，" & "!!" #!"（!）"#$（!）"#$，"（!）-

（2$3）
同理可以定义 *+,磁场型极化功率谱 %"&$ 为

%"&$ % %&$ ’ %&$，" & "!!" #!"（!）"&$（!）"&$，"（!），

（2$4）
其中

%&$ % 2!"!!" #!’"（!）"&$（![ ]） "，

%&$，" % !!"!!" #!""
&$，"（#!）， （25）

"&$（!）%!
!$

$
#!(’（!，!）" )$（*）’

2 )6$（*）[ ]*
，

"&$，"（!）%!
!$

$
"&$（!，!）#"（!，!）- （2"）

将（2$3），（2$4）式分别代入（"$3），（"$4）式中即可求
得全天空电场型极化和磁场型极化的分布关联函

数为

%. ( )# %$
$

!! $ &( )5 $ $ ’( )5 $ ’( )"
"$ ’ 5 %"#$’$ 789( )#

%$
$

!! $ &( )5 $ $ ’( )5 $ ’( )"
"$ ’ 5 ’$ 789( )#

: %#$ ’ %#$，" & "!!"#!"（!）"#$（!）"#$，"（![ ]），
（203）

%, ( )# %$
$

!! $ &( )5 $ $ ’( )5 $ ’( )"
"$ ’ 5 %"&$’$ 789( )#

%$
$

!! $ &( )5 $ $ ’( )5 $ ’( )"
"$ ’ 5 ’$ 789( )#

: %&$ ’ %&$，" & "!!"#!"（!）"&$（!）"&$，"（![ ]） -

（204）
由于宇宙演化大致可分为五个阶段，即暴涨阶段，再

加热阶段，辐射阶段，物质阶段以及到今天的加速膨

胀阶段 -由于暴涨阶段和再加热阶段出现在辐射光
子发生 ;<8=98>散射以前，因此这两个阶段对微波
背景辐射的影响为零，对微波背景辐射产生影响的

应该为后三个阶段，将这三个阶段的宇宙标度因子

+（!）和$（!，!）分别代入到（203）和（204）式，同时
对共形时间!的积分上下限取为各阶段的起止时
刻，即

!5 %!" 为辐射阶段（?：?3#@3A@8>B#8=@>3>A
9A3CD），

!" %!0 为物质阶段（+：+3AADEB#8=@>3>A

9A3CD）；

!0 %!2 为加速阶段到现在（F：F77D/DE3A@>C

9A3CD）-
就可得到各个阶段遗迹引力波对 *+,极化影

响的关联函数所产生净效应：%#
?（#），%#

+（#），

%#
F（#）和 %&

?（#），%&
+（#），%&

F（#）-那么现在所观测
到的遗迹引力波对 *+,极化的影响应该是这三个
阶段所产生的净效应的叠加，即

%#
G8H（#）% %#

?（#）’ %#
+（#）’ %#

F（#），（223）

%&
G8H（#）% %&

?（#）’ %&
+（#）’ %&

F（#）-（224）
至于宇宙各阶段 +（!），$（!，!）和 "（!，!）的具体
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表达式可详见参考文献［!—"#］$

% & 对 ’()的实验探测

对 ’()温度异向性和极化的观测是一个进展
十分快速的领域，其现况可用两个灵敏度最高的实

验总 结：*(+, 与 +’)+-$ 美 国 太 空 总 署 的
*./0.1231 (.4536789 +1.23:53;< ,53=9（*(+,）是一具
装载有 #>—!>?@A 微波共相放大器（ 43B9591:
7C;/.D.952）接收机的人造卫星，于 #>>" 年 E 月发射 $
该卫星于同年 "> 月抵达地F日的第二 G7H571H9 点，

开始进行观测 $ +54C.1I:9 ’32C3/3H< )3/3C9:95 +557<
-949.895（+’)+-）利用极为灵敏的毫米波热度计
（C.//.C9:95F6789 =3/3C9:952）作为侦测器，在 "%>?@A
的波段以位于南极的 J.;95望远镜进行 ’()异向性
的观测 $由于望远镜的口径大（#C），观测频率高，因
此 +’)+- 的解析度远胜于 *(+,$*(+,的解析度
和灵敏度都比 ’K)L 高出很多，因此它能够测量功
率谱至 ! M E%>左右 $而 +’)+-目前在 N>> O ! O
P>>>范围的 ’()测量最为灵敏［"Q］$ +’)+- 在结果
发表之后至今又累积了两年的数据，预计将会再度

大幅改进中高 ! 的 ’()功率谱量测 $

图 " ’()功率谱的理论与实验的比较

至于宇宙遗迹引力波扰动所造成的 )FC3R9极
化，更是实验学家积极探求的目标 $因此，’()磁场
型极化的精确测量是非常重要的实验领域，特别是

探测 )FC3R9极化的方法是实验物理学家所面临的
挑战 $此外，由于 )FC3R9极化级量实在太小，仪器本
身的多种极化效果都要小心列入考虑 $仪器偏振效
果、侦测器发展策略等等考量可在参考文献［"%］中
找到 $

E $结 论

本文主要分析了遗迹引力波对宇宙微波背景辐

射的电场型极化和磁场型极化所产生的影响，由以

上分析可以知道由于遗迹引力波受到宇宙学标度因

子 "（!）的影响而产生了对 ’()极化的影响，因而
可以认为是由于宇宙的膨胀效应对 ’()极化的影
响，且不同的!，所产生的计划影响是不一样的，由
此可以通过探测来自宇宙深处的 ’()极化来获得
宇宙早期的信息，因而对宇宙学的研究有重要意义 $
同时，由于 ’()的磁场型极化只能有引力波产生，
因而探测 ’()的磁场性极化有重要价值，若能探测
到磁场型极化，则是对引力波的一个极大的验证 $同
时，由暴涨宇宙学模型理论所导出的相关引力模型

对探测 ’()磁场型极化的实验也有较大的指导意
义，对 ’() 磁场型极化探测的实验有积极的推动
作用 $

［"］ -.7AI9/3 +，SA71 T , #>>> #$%& $ ’() $ U !" >NP%>E&

［#］ V7C.3103620. (，V323620< + "!!W #$%& $ ’() $ *(++ $ #$ #>%N

［P］ ’7/R69// - -$，V7C.3103620. (，*7R/9< G "!!N #$%& $ ’() $ U

%& >#W">"

［Q］ V323620< + 75X.8：72:53F;BY!%>">Q%

［%］ Z7/R755.7H7 (，[9/\70 S "!!W #$%& $ ’() $ U %% "NP>

［E］ ZB71H ]，@73 @，ZB73 * #>>% ,-,./ ’! "（.1 ’B.1929）［张 扬、

郝 蘅、赵 文 #>>% 天文学报 ’! "］

［W］ ^A_I.95R3 ?，,7831 U #>>P #$%& $ ’() $ U !$ "#Q>>%

［N］ ?.38711.1. ( "!!N #$%& $ ’() $ U %$ >NP%>Q

［!］ ^A_I.95R3 ?，,7831 U #>>Q #$%& $ ’() $ U #( "#W%>%

［">］ ^A_I.95R3 ?，,7831 U #>>P #$%& $ ’() $ U !$ "#Q>>%
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