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发展多重尺度方法，解析研究了准二维凝聚体中孤子的动力学行为 )当原子间为相互排斥作用时，凝聚体中可
观察到暗孤子 )计算表明，该暗孤子不稳定，将随时间演化成幅度较小的暗孤子环 )特别是，所形成的暗孤子环被表
明具有动力学稳定性 )
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# C 引 言

玻色*爱因斯坦凝聚体（D21E）的实现［#—"］促使
了非线性原子光学的形成 )随后 D21E 中的非线性
现象如暗、亮孤子的理论预言和成功观察［%—/］，加速

了非线性原子光学的发展 )众所周知，孤子是由系统
中的色散效应和非线性效应相互平衡后的一种特殊

的相干结构，D21E中孤子研究对当前许多高新技术
领域，如原子激发，原子光刻技术及新一代原子钟等

具有重要的意义 )迄今为止，由于一维 D21E的物理
模型简单、物理图像清晰、实验技术相对而言较为简

单，吸引了人们广泛地探讨 )对于局限于谐振外部势
阱中的准一维 D21E，实验和理论均表明，粒子之间
的相互作用为排斥时，D21E中出现暗孤子［%，’］，粒子
相互吸引时，D21E中产生亮孤子［.，,］)而且，外部势
阱［#$—#(］和粒子之间的相互作用形式［#"—#/］等因素对

D21E中孤子的动力学都会产生一定的影响 ) 如
D21E处于双曲函数的外部势阱，即使粒子之间为吸
引相互作用，D21E中也能形成暗孤子［#$］；当粒子之
间的相互作用呈周期性变化时，D21E中的亮孤子呈
现出动力学稳定性［#"］)
由于一维 D21E中的有关非线性性质的研究基

本趋于成熟，因此人们逐步把眼光转到二维或三维

D21E)实验上由于使 D21E径向（ !"# 平面）的束缚频

率!"远大于轴向（ $）的束缚频率!$，从而使 D21E
在轴向上做宏观运动 )如果使 D21E 轴向的束缚频
率!$ 远大于径向的束缚频率!"，那么可以限制

D21E 在（ !"#）平面上运动 ) 基于上述实验思路，
FGH87?I等［#’］通过控制纵横比观察到了二维（盘状）
D21E的形成，这在一定程度上刺激了人们对二维
D21E一系列物理性质的研究 )一般来说，二维系统
较一维系统相比不稳定的因素多，难以得到稳定的

孤子 )然而理论上，J67?K 等［#,］预言通过 3AELM6BL 共
振来控制原子间的相互作用就可以在二维 D21中
观察到稳定的亮孤子 ) N@6;<等［&$］研究盘状 D21的
孤子动力学性质时发现当原子间为相互排斥作用

时，二维 D21中出现振幅较小的平面暗孤子（O86;A
96HP EK87?K;）)幅度较大的孤子是不稳定的，由于长波
长的径向扰动以及轴向的调制效应，其随时间会演

化成涡旋态 )此外，文献［&#］也发现块状（8@5O*87PA）
二维暗孤子也可能在盘状 D21中传播 )把描述 D21E
的动力学性质的直角坐标下的 FHKEE*Q7?6AREP77（FQ）
方程转换成柱坐标下的非线性 JBLHG97;<AH方程，然
后考虑其径向激发效应，SLAKBL6H7E 等［&&］预言二维
D21中会产生暗孤子环（H7;< 96HP EK87?K;）)同时他们
证实二维 D21中出现的浅暗孤子环有可能是稳定
的，而深暗孤子环则有可能是径向蛇形（ ?H6;ERAHEA
E;6P7;<）不稳定的且可能演化成涡旋*反涡旋对
（RKH?A>*6;?7RKH?A> O67HE）［&&］)然而对于二维 D21 的孤
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子幅度较大时，!"#$等［%&］研究得出囚禁在二维势阱
中的 ’() 的暗孤子环的动力学演化成暗孤子带
（*"+, -./01.# -1+023）4对于二维 ’()的孤子幅度较小
时，)"++等［%5］预言在实验上可以观察到稳定的孤子
环 4因此，在本文中，我们发展了多重尺度方法，解析
地研究了二维 ’()中的非线性动力学行为，结果发
现粒子间的相互作用为排斥的准二维凝聚体中会出

现动力学稳定的暗孤子环 4

% 6 二维凝聚体中的孤子解

基于平均场近似，低温下原子间为弱相互作用

的玻色7爱因斯坦凝聚体的动力学行为可以用 89
方程描述［%:，%;］，即
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这里" <"（%，&，!）是凝聚体的宏观波函数，其中
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"是原子质量；# < 5#!% ) - @" 表示相互作用强度；
) - 是散射长度（ ) - A B 表示原子间为排斥相互作
用）；$ < $（%，&）是准二维外部势阱，其具体形式为
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其中#* 和#"分别为轴向（&）和径向（C）的谐振频
率 4引入无量纲变量（%，&）< )*（ +，*），! <（%@#*）,

和" < -! B$4其中 )* < !@"#! *是轴向线性振荡

长度，-B 是凝聚体的密度，从而得到无量纲的非线

性 DEF+G*0#$3+方程
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其中 # < H#-B ) - )%
*，%< % #" @ #* #? 4根据分离

变量方法，凝聚体的波函数写成$（ +，*，,）<$
I（ +，

,）.（ *）4由于轴向强束缚势的作用，其波函数.（ *）
应满足 .** = *% . > . < B，其中 .**是轴向方向（ *）的
波函数 .（ *）对 * 的二阶导数 4由线性 DEF+G*0#$3+方
程可得出 * 方向的波函数为 .（ *）< .B（ *）<#= ?@5

3J2［ = *%B @%］4从而，方程（&）可化成准二维非线性
DEF+G*0#$3+方程
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根据波动力学理论，我们在此令$
I（ +，,）< /（ +，,）

30&（ +，,），其中 /（ +，,）和&（ +，,）分别为准二维凝聚体
波函数的幅度和相位 4代入方程（5）后把方程的虚、
实部分开就可得到一组关于幅度和相位的耦合

方程：
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由于（:）和（;）所表示的准二维凝聚体系统的方
程仍然是不可积的，因此难以精确求解，在此，我们

利用奇异摄动理论中的多重尺度方法来作渐近展开

/ < 0B > )（’，(）
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其中 0B 表示凝聚体基态波函数的幅度，*是系统的
化学势，) 和+ 分别表示 ’()- 扩展态（3J13#*3*
-1"13）波函数的幅度和位相 4)是一个与扩展态幅度
和位相相关的小量 4这是因为只有在)很小的情况
下，稳定的浅暗孤子（ /.L7*321F *"+, -./01.#）才能存
在；如果)较大，则将形成深暗孤子（F0$F7*321F *"+,
-./01.#），且这种深暗孤子不稳定，随着时间演化成涡
旋态（M.+10E3-）［%K］4随后，我们引入两个慢尺度变量’
<)（ + = 1,）和(<)& , 4把它们代入方程（:）和（;），且
分别比较)各次幂的系数，从（:）式我们有
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从（;）式可得出
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联立方程（!）和（"#），我们得到波包的群速 ! $

% #! "#& ’同时可求得!& 与 $& 之间的关系式为!&

$"("（ ! )#&）$& ’

随后对（"*）式求出"的导数，结合（"&）式，可得
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令 % $$# $&，同时利用变换"$$&" $$（ ’ , !(）和#
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根据文献［#/］可求出方程（".）的孤子解是
% $ )（ (）0123#｛%（ (）［ ’ , !( ,&（ (）］｝，（"4）

这里 )（ (）$ )& 156［ ,（#! )*）78（ ( + (&）］是孤子的幅
度，其中 (& 对应于初始时刻（ ( $ &），)& 为积分常数；

%（ (）$ , "#& )（ (! ）是孤子宽度；&（ (）$ ,［*!)（ (）

)（（-! , *）#&）］( + *&，其中 *& 是一积分常数，（ ! +

&(）（&( 是&对 ( 的一阶导数）表示孤子的传播速度 ’
因此整个凝聚体的波函数可以表示为

’（ ’，+，(）$ ,",")- 156（, +#& )#）

9 156［:（,(( + -）］， （";）

其中 , $ #& + %，- $ #! "［)（ (）)%（ (）］<=83｛%（ (）［ ’
, !( ,&（ (）］｝’显然，（";）式就是准二维凝聚体波函
数的孤子解，可描述其中的孤子动力学性质 ’

* > 二维凝聚体中的孤子动力学性质

由我们所引入的方程（;）和（/）可知，凝聚体波
函数由基态和扩展态组成，由于其基态恒定不变，从

而我们只需讨论扩展态波函数（"4）的变化就可以直
接反映出整个凝聚体波函数（";）的变化趋势［#&］’从
)（ (）的表达式可以看出，为了得到浅暗孤子就必须
选取合适的 (& 值 ’从扩展态幅度随时间的变化图 "
中，我们发现，当 & ? (& ? "时幅度 ) 的变化非常大，
且 (& 越小 ) 的初始值的绝对值越大 ’这显然与前面
假设的扩展态是小量的考虑相矛盾 ’当 (& @ " 时孤
子的幅度始终有 )& ? ) ? &，且 (& 越大 ) 的初始值
的绝对值越小，几乎趋近于 & ’扩展态的幅度太小对
整个凝聚体波函数的具体意义影响不大 ’从而取 (&
$ "时 )&#) ? &，扩展态的幅度在较小范围内变化，
从而使凝聚体将会出现浅暗孤子 ’我们还可以从 (&
$ "看出，它在 ( $ ".前增加较快，此后慢慢趋于恒

定 ’说明这种情况下波函数的幅度将是一种动力学
稳定状态 ’因此在下面的数值模拟中，我们均取 (&
$ " ’此外，从扩展态的宽度%和速度（ ! +&(）的表达

式也可以看出，扩展态的宽度和速度都和其幅度呈

现出相似的变化趋势 ’从而我们可归纳出：整个凝聚
体出现的孤子可能会是一种动力学稳定状态 ’

图 " 孤子的幅度随时间的变化情况 ’图中的其他参数为 #& $

"，" $ &>.，)& $ , ">&，*& $ &

为了直观地得出原子间为相互排斥作用下的准

二维（盘状）凝聚体中孤子的动力学演化情况，我们

在此对方程（";）进行一系列的数值模拟 ’图 #示出
了准二维凝聚体的概率密度在不同时刻的分布情

况 ’我们发现准二维凝聚体的初始时刻（ ( $ &）（如图
#（=））在平面的中心出现一个密度最小的小圆斑，而
在它的周围依次出现几个密度逐渐增大的同心圆

环，在最外圆环的外面是一密度非常大且相对稳定

的凝聚体的背景密度 ’由此我们可归结出：原子间为
相互排斥作用下的准二维凝聚体在初始时刻出现一

暗孤子 ’当时间增加到 ( $ ".时（见图 #（A）），整个凝
聚体沿径向方向有一定的扩展，在平面最中间位置

的圆斑的密度已经不是最小的了，而是逐渐增大但

稍小于最外圆环外面的背景密度 ’平面密度最小的
部分已经不再在平面的中心而是远离中心的一个同

心暗环，在该暗环的内外均依次分布有密度逐渐增

大的同心圆环，即越靠近暗环的圆环密度越小 ’从这
可得出，随着时间的增加盘状凝聚体平面的中心部

分的密度逐渐增大，原来的暗孤子逐渐演变成一个

环状的暗孤子（即暗孤子环），且此时刻的暗孤子环

正处于生长过程中 ’同时我们还发现在这段时间内
（&# (#".）暗孤子环的幅度、宽度和传播速度变化
较快，概率密度变化也较大 ’再经过一段相同的时间
间隔，当 ( $ *&时（见图 #（2）），我们发现暗孤子环又
向径向扩展了，暗环内外均依次分布有密度逐渐增
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大的同心圆环，且越靠近暗环的圆环密度越小 !而且
这时平面中心是一密度与最外面的背景密度大小一

致的亮斑，可见此时暗孤子环已完全形成 !然而这段
时间内，暗孤子环的概率密度与图 "（#）时相比缓慢
增加，幅度、宽度和传播速度的变化也很小，这正如

图 $所揭示的现象（ ! % $& 后变化较小）!当时间经
过一段前面两倍的时间间隔，增加到 ! % ’(（如图 "

（)）所示）时，凝聚体中间的亮斑密度仍然与最外面
的背景密度一致，但亮斑范围扩大，暗孤子环及其内

外密度逐渐增大的同心圆环沿径向扩展了一些，但

是跟图 "（*）相比，这段时间内暗孤子环的概率密
度、幅度、宽度和速度都几乎不变，也就是说暗孤子

环几乎是稳定的沿径向传播 !这说明当暗孤子环形
成以后，暗孤子环的传播就是一种动力学稳定状态 !

图 " !( % $时二维凝聚体在不同的时刻 （+）! % (，（#）! % $&，（*）! % ,(，（)）! % ’(的概率密度分布，其中参数 "( % (-($，其他参数与图 $一致

综上所述，我们可归结为，在初始时刻准二维凝

聚体中出现暗孤子，随着时间的增加暗孤子逐渐演

化成暗孤子环，同时以较大的速度沿径向传播 !在暗
孤子环生长过程中概率密度越来越大，宽度越来越

窄，传播速度越来越慢 !当浅暗孤子环形成以后，其
概率密度，幅度，宽度和速度都几乎不变，即此后暗

孤子环将以恒定的速度沿径向传播，整个凝聚体达

到一种动力学稳定状态 !

. - 结 论

发展多重尺度方法，我们解析地研究了原子间

为相互排斥作用的准二维（盘状）/012的孤子动力
学性质 !首先，我们推导一个关于凝聚体波函数幅度
的 3)4方程，且得到孤子解 !然后，通过数值模拟发
现，准二维 /012中存在着暗孤子，但是该暗孤子不
稳定，将随时间向浅暗孤子环演化，演化过程中其概

率密度逐渐增大，幅度、宽度和速度都逐渐减小 !当
浅暗孤子环形成以后，其概率密度，幅度，宽度和速

度都几乎不变，可见这种暗孤子环的传播属于动力

学稳定过程 !我们能够得到稳定的暗孤子环，可能是
所考虑的体系是沿径向均匀变化，这样就避免了径

向蛇形不稳定的出现 !

567’$$期 张蔚曦等：准二维凝聚体中暗孤子环的动力学演化

Absent Image
File: 0



［!］ "#$%&’(# ) *，+#’,%& - .，)/00,%1’ ) .，23%4/# 5 +，5(&#%66 +

" !778 !"#$%"$ !"# !79
［:］ ;/<3’ = >，)%1%’ ) ?，"#$&%1’ ) .，;&@0%# A -，;@&B%% ; C，=@&#

; )，=%00%&6% 2 !778 &’() D *$+ D ,$-- D $% E7F7
［E］ >&/$6%G 5 5，C/HI%00 5 "，J(66%00 - -，*@6%0 . K !778 &’() D *$+ D

,$-- D $% !F9L
［M］ N@ O，O,(@ C P，Q@ Q O，R3@ *，O,(@ C P，2/#S P O :TTF ."-/

&’() D !#% D %% 8FME（ 3# 5,3#%’%）［徐 震、周蜀渝、屈求智、

刘 华、周善钰、王育竹 :TTF 物理学报 %% 8FME］

［8］ >@&S%& C，>(#S’ =，;%004%& C，+&04%& 2，C%#S’0(HI = !777 &’() D

*$+ D ,$-- D &’ 8!79
［F］ C0&%HI%& = +，U/&0&3$S% K >，J&@’H(00 " K，*@6%0 . K :TT: 0/-12$

()$ !8T
［L］ J,%(H,/&3’ K，CH,4%6H,%& U，?V%&0,/6%& ) =，=%<&%I3$3’ U K，

W&/#0X%’I/I3’ ; - :TT8 &’() D *$+ D " $! T:EFT7
［9］ ;%#’H,6/S -，C34’/&3/# - +，W%$%& ; R，56/&I 5 =，5(663#’ R "，;%#S

R，*/S6%G + 2，*%64%&’(# =，.%3#,/&$0 2 U，.(6’0(# C R，CH,#%3$%&

> Y，U,3663Z’ 2 ; :TTT !"#$%"$ !&$ 7L
［7］ =,/GI(<3H, R，CH,&%HI W，W%&&/&3 K，>(@&$%6 J，5@V3X(66%’ -，5/&& R

;，5/’03# P，C/6(4(# 5 :TT: !"#$%"$ !#" !:7T
［!T］ 2/#S C -，-3/ 5 R，O,(@ ;，R@( * K，"# - * :TTE &’() D *$+ D "

"& T!8FT!
［!!］ *% O )，2/#S ; R :TTL ."-/ &’() D !#% D %" ET99（3# 5,3#%’%）

［何章明、王登龙 :TTL 物理学报 %" ET99］

［!:］ R3 O ;，R3 Q P，*@ N *，O,%#S O N，C@# P > :TTL .%% D &’() D
（A%1 P(&I）’!! :8M8

［!E］ R3 O ;，*% U >，R3 R，R3/#S - Q，R3@ 2 ) :TT8 &’() D *$+ D " $)

T8EF!!
［!M］ R3/#S O N，O,/#S O ;，R3@ 2 ) :TT8 &’() D *$+ D ,$-- D #( T8TMT:
［!8］ "V$@66/%< W =，=/4H,/0#(< " )，=(#(0(Z [ [，>&/X,#G3 [ " :TTE

&’() D *$+ D ,$-- D #* :ETMT:
［!F］ O,/#S N W，P/#S Q，O,/#S - W，5,%# N O，R3@ 2 ) :TT9 &’() D

*$+ D " $$ T:EF!E
［!L］ R3 * ) :TTF 3’#% D &’() D )% ::!F
［!9］ K\&630X "，[(S%6’ - )，R%/#,/&$0 " +，./4/# 5，K@’0/<’(# J R，

"V(]C,/%%& - . :TT! &’() D *$+ D ,$-- D &$ !ETMT:
［!7］ C/30( *，̂ %$/ ) :TTE &’() D *$+ D ,$-- D #* TMTMTE
［:T］ *@/#S K N，)/I/&(< [ "，[%6/&$% ) K :TTE &’() D *$+ D " "$

T:EFTM
［:!］ *@/#S K N，O,@ C * :TT: 3’#% D &’() D ,$-- D )# !L
［::］ J,%(H,/&3’ K，W&/#0X%’I/I3’ ; -，=%<&%I3$3’ U K，)/6(4%$ > "，

=3<’,/& P C :TTE &’() D *$+ D ,$-- D #* !:TMTE
［:E］ P/#S C -，2@ Q C，O,/#S C A，W%#S C，K@( 2，2%# P 5，P@ P :TTL

&’() D *$+ D " $" TFEFTF
［:M］ 5/&& R ;，56/&I 5 2 :TTF &’() D *$+ D " $( TMEF!E
［:8］ ;/6B(<( W，K3(&S3#3 C，U30/%<’I33 R U，C0&3#S/&3 C !777 *$+ D 456 D

&’() D $) MFE
［:F］ R%SS%00 " - :TT! *$+ D 456 D &’() D $’ ETL
［:L］ N@% - =，U%#S U :TTF 3’#% D &’() D )% !!M7
［:9］ P/#S * -，C,3 P .，;@/# 2 C，R_ = U :TTF 7512%/8 59 052-’:$)-

052;/8 <%#+$2)#-( (! M:（3# 5,3#%’%）［杨红娟、石玉仁、段文山、

吕克璞 :TTF 西北师范大学学报 (! M:］

T7LF 物 理 学 报 8L卷



!"#$%&’$( )*+),*-&,. +/ *&#0 1$*2 .+(&-+# &# 34$.&!-5+
1&%,#.&+#$( 6+.,!7&#.-,&# ’+#1,#.$-,.!

!"#$% &’()*( &#$% +’$%),-$%. +($% /(#$)&’$
（!"#$%&’"(& )* +,-./0. $(1 2"- 3$4)%$&)%- )* 3)5 !/’"(./)($6 7$&"%/$6. 8 9##6/0$&/)( :"0,()6);-

)* 7/(/.&%- )* <1=0$&/)(，>/$(;&$( ?(/@"%./&-，>/$(;&$( 011123，A,/($）

（4’5’(6’7 82 9#:5" 822;；:’6(<’7 =#$><5:(?@ :’5’(6’7 1A 9#B 822;）

CD<@:#5@
EB 7’6’F-?($% @"’ =>F@(?F’)<5#F’ =’@"-7，G’ <@>7B #$#FB@(5#FFB @"’ 7B$#=(5#F ?:-?’:@(’< -H <-F(@-$ ($ # I>#<()@G-)7(=’$<(-$#F

E-<’)J($<@’($ 5-$7’$<#@’ K L-: @"’ :’?>F<(6’ ($@’:)#@-=(5 ($@’:#5@(-$，# >$<@#DF’ 7#:M <-F(@-$ 5#$ D’ H->$7 ($ @"’ 5-$7’$<#@’，
G"(5" G->F7 ’6-F6’ ($@- :($% 7#:M <-F(@-$ G(@" <=#FF #=?F(@>7’ K J<?’5(#FFB，(@ (< <"-G$ @"#@ @"’ :($% 7#:M <-F(@-$ "#< 7B$#=(5
<@#D(F(@B K

"#$%&’()：E-<’)J($<@’($ 5-$7’$<#@’<，=>F@(?F’)<5#F’ =’@"-7，:($% 7#:M <-F(@-$
*+,,：23A2/，28N2，1112,

!O:-P’5@ <>??-:@’7 DB @"’ Q#@(-$#F Q#@>:#F R5(’$5’ L->$7#@(-$ -H S"($#（T:#$@ Q-K 12UV011A），@"’ O:-%:#= -H Q’G S’$@>:B W#F’$@< L->$7#@(-$ H:-= @"’

9($(<@:B -H J7>5#@(-$ -H S"($#（T:#$@ Q-K QSJL)2U)2V2V），@"’ Q#@>:#F R5(’$5’ L->$7#@(-$ -H X>$#$ O:-6($5’，S"($#（T:#$@ Q-K 2U//3222U），#$7 @"’

R5(’$@(H(5 4’<’#:5" L->$7#@(-$ E>:’#> -H X>$#$ O:-6($5’，S"($#（T:#$@ Q-K 20C23; #$7 2UC2V1）K

. S-::’<?-$7($% #>@"-: K J)=#(F：7FG#$%Y Z@>K ’7>K 5$

1NVU11期 张蔚曦等：准二维凝聚体中暗孤子环的动力学演化


