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由正则量子化方法导出了介观电容耦合 () 电路体系的哈密顿算符，利用幺正变换使哈密顿算符对角化 * 用

系综理论给出了体系的平均能量及其涨落，在此基础上，借助于广义 +,--./0012,30./0 定理，讨论了有限温度下

电路体系中电荷与自感磁通的量子涨落 * 结果表明，体系中电荷与自感磁通的量子涨落不仅与电路元件参数有

关，而且还与温度有关 *
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6 E 引 言

近些年来，随着微加工技术的发展，许多电路

和器件的工艺尺寸已达到纳米量级［6］，有关介观电

路体系的量子特性也越来越受到物理学家们的关

注 * 早在 "$ 世纪 4$ 年代初，(FC<>,--［"］通过与经典

简谐振子量子化方法作类比实现了介观 !" 电路的

量子化，并研究了真空态下电荷和电流的量子涨

落 * 之后，大量文献分别对 !"，#!" 电路［5—4］与存

在耦合的介观电路［&—66］进行了广泛的研究 * 由于实

际电路一般都会产生焦耳热且工作在一定的环境温

度下，因而考虑温度对介观电路的影响就显得尤为

重要 * 文献［6"，65］用热场动力学理论研究了电路

在有限温度下的量子效应，文献［67—6’］借助于量

子算符及其 G,3-1G<@0,H 对应，研究了介观电路中

量子涨落受温度的影响 * 本文将在推导出系综平均

能量的基础上，借助广义 +,--./0012,30./0 定理［64］

研究介观电容耦合 !" 电路体系在有限温度下电荷

及自感磁通量的量子涨落 *

" E 广义 +,--./0012,30./0 定理

为下面行文和完备起见，我们先来回顾一下有

关 系 综 平 均 意 义 下 的 广 义 +,--./0012,30./0

定理［64］*
设量子体系哈密顿算符 $% 依赖于实参数!，与

其本征态 I"&〉对应的本征值为 ’& ，即 $% I"&〉J
’& I"&〉* 由 +,--./0012,30./0 定理得

!’&

!! J〈"& I!
$%
!! I"&〉， （6）

在热平衡混合态下，量子体系密度算符为

# J "
&
,K$’& I"&〉〈"& I， （"）

式中$ J（()）K6，( 为玻尔兹曼常数，) 为绝对温

度 * 则系综平均能量〈 $%（!）〉, 可表示为

〈 $%（!）〉, J LH（#$%（!））
*（!）

J 6
*（!）"& ,K$’&（!）’&（!）

J#’（!）， （5）

式中，* J LH#为配分函数，下标 , 表示系综平均 *
将（5）式对参量!求偏微分得

!#’（!）

!! J 6
*"（!

{
）

*（!）"
&
,K$’&（!）

M［K$’&（!）N 6］!’&（!）

!!
K［"

&
,K$’&（!）’&（!）］

M［"
&
,K$’&（!）!’&（!）

!!
（K$ }）］
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! "
!（! {）!" #$"#"（!）［$"#"（!）

%""#（!）% "］!#"（!）

! }!
， （&）

将（"）式代入（&）式得

!〈 $%（!）〉#

!! !!
"#（!）

!!
!〈［" %""#（!）

$"$%（!）］!
$%（!）

!!
〉# ’ （(）

此即系综平均意义下的广义 )#**+,--./#0-+,- 定

理［"1］’ 当体系哈密顿 $% 与"无关时，可将上式简

化为

!"#（!）

!! !［" %""#（!）］〈!
$%（!）

!!
〉#

$ [" $ !!"
〈!

$%（!）

!!
〉# %〈!

$%（!）

!!
〉#"#（! ]）

! !! [
""

〈!
$%（!）

!!
〉]# ’ （2）

34 介观电容耦合 &’ 电路的量子化

对于如图 " 所示的介观电容耦合 &’ 电路，’(

（ ( ! "，5）表示第 ( 个支路中的电容，&(（ ( ! "，5）表

示第 ( 个支路中的电感，’6 为耦合电容 ’

图 " 介观电容耦合 &’ 电路示意图

假设电路被瞬时脉冲所激发，如果把支路中的

电荷 )(（ ( ! "，5）视为广义坐标，则体系的广义势

能为

* ! "
5’"

)5
" % "

5’5
)5
5 % "

5’6
（)" $ )5）5， （1）

相应地，体系的广义动能为

+ ! "
5 &"

,)5
" % "

5 &5
,)5
5 ’ （7）

于是，对应体系的拉格朗日函数可写成为

- ! + $ * ! "
5 &"

,)5
" % "

5 &5
,)5
5 $ "

5’"
)5
"

$ "
5’5

)5
5 $ "

5’6
（)" $ )5）5 ’ （8）

由（8）式可以得到与 )" 和 )5 共轭的广义动量分

别为

." ! !
-

!,)"
! &"

,)"，

.5 ! !
-

!,)5
! &5

,)5 ’ （"9）

由上式可知，." 和 .5 分别为两回路中的自感磁通

量，除因子 &" 和 &5 外反映了电流的大小 ’ 结合（8）

式和（"9）式可得电路体系的哈密顿量为

% !!
5

( ! "
.(,)( $ -

! "
5!

5

( ! "

.5
(

&(
% "

’(
% "

’( )
6

)5[ ](
$

)" )5

’6
， （""）

由标准的正则量子化方法［"7］可知，一对正则共轭变

量 )( 和 .( 与一对厄米算符 $)( 和 $.( 相对应，它们之

间满足对易关系［ $)( ，$.( ］! :#’ 故量子化后体系的

哈密顿算符可写成为

$% ! "
5!

5

( ! "

$.5
(

&(
% "

’(
% "

’( )
6

$)5[ ]( $
$)"
$)5

’/
’（"5）

为使其对角化，引入下面的幺正变换［"8，59］：

$0 !#
%;

$;

<)" <)5
1 2( )’ 3

)"

)( )
5

〉〈 )"

)( )
5

，（"3）

式中 1，2，’ 和 3 皆为实数，且满足 13 $ 2’ ! "’
)"

)( )
5

〉! = )"〉= )5〉，= )( 〉为坐标本征态，它在 />6?

表象中表示为

= )(〉! 4($(( )%#

"@& {#AB $
4($(

5#
)5
(

%
54($($#

)( $5 C
( $

$5 C5
( }5 = 9〉， （"&）

这里选取

1 !（&5 @&"）"@& 6>D&5 ，

2 ! $（&5 @&"）"@& D:-&5 ，

’ !（&" @&5）"@& D:-&5 ，
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! !（"" #"$）"#% &’(!$ ，

)*+! !
$#" #$ "" "! $

"" #"（#& , #$）- "$ #$（#& , #"）
.（"/）

利用幺正算符 $% 可得［$0］

$% -" $&"
$% ! ’$&" , ($&$，

$% -" $&$
$% ! #$&" , !$&$，

$% -" $)"
$% ! !$)" - #$)$，

$% -" $)$
$% ! - ($)" , ’$)$ . （"1）

由（"1）式可得出幺正变换后的哈密顿算符为

$*2 ! $% -" $* $% !
$)$
"

$+"
,

$)$
$

$+$

, "
$ +"""

$ $&$
" , "

$ +$"$
$ $&$

$， （"3）

式中

+" ! +$ ! "" "! $，

"$
" ! "

"" "! $
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可见，体系的哈密顿算符经过幺正变换后可等效为

两独立的量子力学简谐振子的哈密顿算符 . 其中

+" 和 +$ 分别为两个简谐振子的广义质量，"" 和

"$ 为对应简谐振子的振动频率 . 由［ $&, ，$), ］! 5#，

可构造出如下的玻色子算符：

$-, !
+,",

$!#
$&, , 5

+,",

$)( ), ，

$- 6
, !

+,",

$!#
$&, - 5

+,",

$)( ), ， （"7）

且满足［ $-, ，$- 6
. ］!$,. ，［ $-, ，$-.］!［ $- 6

, ，$- 6
. ］! 0，（ ,，.

! "，$）. 这样对角化后的体系哈密顿算符就可表

示为

$*2 !#""
$-"

$- 6
" ,( )"

$ ,#"$
$-$

$- 6
$ ,( )"

$
! $*2" , $*2$ . （$0）

所以，相应电路体系的能级为

/ ! "
, ! "，$
#", 0, ,( )"

$ . （$"）

%8 有限温度下电路体 系 的 能 量 及 其

涨落

由（9）式可知对角化前后系综平均能量不发生

变化，故可表示为

〈 $*〉: !〈 $*2〉: !〈 $*2" 〉: ,〈 $*2$ 〉:， （$$）

对于单个的简谐振子，设其哈密顿为 $*0 ，可求出

〈 $*0〉: !#/0 !
;<（%0

$*0）

;<%0
! #"0

$ &’)=&#"0

$ ，

（$9）

故电路体系有限温度下平均能量的表达式为

#/ !〈 $*〉: ! #""

$ &’)=&1""

$ ,#"$

$ &’)=&#"$

$ .

（$%）

若将（9）式左边对&求导，可以得到

!〈 $*〉:

!&
! - ;<（:-&$* $*$）

;<（:-&$* ）
-

;<（:-&$* $*）!
!&

;<（ 2 -&$* ）
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;<（:-&$* ）

! -〈 $*$ -#/$〉: ! -（"$*）$， （$/）

所以在有限温度下能量的量子涨落为

（"$*）$ ! -!
〈 $*〉:

!&
! #

$"$
"

%
"

(5+=$&#""

$

,#
$"$

$

%
"

(5+=$&#"$

$

. （$1）

结合双曲余切和双曲正弦函数的性质分析（$%）和

（$1）式，可以知道在有限温度下平均能量#/ 和其量

子涨落（"$*）$ 都随着温度的升高而变大 .

/ 8 有限温度下回路体系中电荷与自感

磁通量的量子涨落

由文献［"3］知道，应用广义 >:??@*++AB:C+@*+
定理可以求出哈密顿量中一些变量在有限温度下的

量子涨落，据此，可得到回路体系中电荷与自感磁

通量的量子涨落 .
因体系哈密顿 $* 与&无关，若将（1）式两边同

时对参量&积分，则有

&〈
!$*（’）

!’
〉: !$D&

!
!’
#/（’）， （$3）

如果取’" ! "#"" ，将（"$）和（$%）式代入上式可

得出

&〈
!$*

!（"#""）
〉: !&〈

"
$
$)$
"〉: !$D&

!
!（"#""）

#/ ，

（$4）

即可得到〈 $)$
"〉: 的具体形式为
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〈 !"!
"〉# $ [! !""
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&

"
""

&’() #!""( )! &’+! $!

* "
"!

&’() #!"!( )! +,-! $]! . （!/）

同理若分别取%! $ "%#!，%0 $ "%$" * "%$&，%1 $
"%$! * "%$& ，即可分别得到

〈 !"!
!〉% $!!

"
$!

* "
$( ) [

&

"
""

&’() #!""( )! +,-! $!

* "
"!

&’() #!"!( )! &’+! $]! ， （02）

〈 !&!
"〉% $ !!# [

"

"
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* "
"!

&’() #!"!( )! +,-! $]! ， （0"）

〈 !&!
!〉% $ !!# [

!

"
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&’() #!""( )! +,-! $!
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"!

&’() #!"!( )! &’+! $]! . （0!）

由于〈 !&’ 〉# $〈 !"’ 〉# $ 2（ ’ $ "，!），所以电路体系中

电荷与自感磁通量的量子涨落分别为

〈（"!""）!〉# $!!
"
$"

* "
$( ) [

&

"
""

&’() #!""( )! &’+! $!

* "
"!

&’() #!"!( )! +,-! $]! ， （00）

〈（"!"!）
!〉$!!

"
$!

* "
$( ) [

&

"
""

&’() #!""( )! +,-! $!

* "
"!

&’() #!"!( )! &’+! $]! ， （01）

〈（"!&"）
!〉$ !!# [

"

"
""

&’() #!""( )! &’+! $!

* "
"!

&’() #!"!( )! +,-! $]! ， （03）

〈（"!&!）!〉$ !!# [
!

"
""

&’() #!""( )! +,-! $!

* "
"!

&’() #!"!( )! &’+! $]! . （04）

注意到 ( 5 2 6 时，&’()（#!"’ %!）（ ’ $ "，!）为恒大于

" 的单调增函数，由（00）—（04）式可知：当电路元件

参数确定后，由于电流在电路中运动会产生焦耳

热，以及受环境温度的影响，电路体系中电荷与回

路自感磁通量的量子涨落都随着温度的升高而单调

地增加 . 当温度很低时，&’()（#!"’ %!）!"，回路中的

电荷与自感磁通量的涨落均显含普朗克常量，此

时，量 子 噪 声 起 主 要 作 用；当 温 度 很 高 时，

&’()（#!"’ %!）!!%（#!"’ ），这使普朗克常量从涨落中

消失，此时，经典噪声起主要作用 . 通过验证，还

可以得到 !&’ 和 !"’ 满足的不确定关系为〈（"!&’ ）
! 〉#

〈（"!"’ ）
!〉%"!! %1 .

4 7 结 论

对于本文所讨论的介观电容耦合 #$ 电路，从

拉格朗日函数出发，将回路中的电荷作为广义坐

标，用正则量子化方法导出其电路体系的哈密顿算

符 . 通过引入幺正算符实现了体系哈密顿算符的对

角化 . 在此基础上，研究了热平衡混态中电路体系

的系综平均能量，以及该能量在温度影响下的量子

涨落；并借助于广义 8#99:;--<=#>-:;- 定理，讨论

了回路中电荷算符及自感磁通算符的量子涨落 . 结

果表明，电路体系的电荷算符及自感磁通算符的量

子涨落不仅与电路中各元件参量有关系，而且还与

温度密切相关，二者随着温度的升高，都有所增

加 . 所以，在实际微型电路的设计中，除了要考虑

各元件参量之外，还需考虑环境温度的影响，这对

于设计低噪声的微型电路有一定的指导意义 .
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