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基于 *+, 理论框架，通过引入应变哈密顿微扰项，详细推导并建立了应变 -. 的价带色散关系模型 +所得模型适

用于任意晶向弛豫 -.# / !01!（$" !"$2(）衬底上生长的应变 -.，并且，通过该模型可以获取任意 " 矢方向的应变 -.
价带结构及空穴有效质量，对器件研究设计可提供有价值的参考 +
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!国家部委项目（批准号：4#’$&$)$%$’，7#)$8$&$($)$"9:$#$’）资助的课题 +

! 通讯联系人 + ;<=>.?：@=ABBACDEF GC=+ HC=

# 2 引 言

利用应变 -. 提高载流子迁移率是当前 -. 56I-
技术发展的重点，已经成为研究设计高速、高性能小

尺寸 56I- 器件与电路的首选方案［#—’］+ 而其材料

的价带色散关系是理解、改进空穴迁移率增强的理

论基础，研究意义重大［)，4］+
不同晶向弛豫 -.# / !01! 衬底外延生长的应变 -.

材料的结构是不同的，自然，其基本属性也是不一样

的 +因此，出于满足器件设计需求的考虑，建立一个

能够广泛适用于任意晶向生长应变 -. 的价带色散

关系模型十分必要 +然而，到目前为止，还未发现相

关的文献报道 +
本文基于 *+ , 理论框架，通过引入应变哈密顿

微扰项，详细推导并建立了应变 -. 的价带色散关系

模型 +所得模型适用于任意晶向弛豫 -.# / !01!（$" !

"$2(）衬底上生长的应变 -.，并且，通过该模型可以

获取任意 " 矢方向的应变 -. 价带结构及空穴有效

质量，对器件研究设计可提供有价值的参考 +

% 2 应变哈密顿模型

&’(’ 应变张量

对于任意晶向弛豫 -.# / !01! 衬底上生长的应变

-.，应变哈密顿项的确定需要先计算其应变张量!+
为了讨论的方便，首先建立辅助的（ !J，#J，$J）

坐标系，其中 $J 轴垂直于衬底的表面 + 该坐标系与

初基原胞（ !，#，$）坐标系可以通过矩阵 % 实现坐

标变换：
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其中，#和"是 $J轴相对于（!，#，$）坐标系的极角和

方位角 +
假设：#）衬底足够的厚，以至于在受力情况下还

可以保持它的体晶格常数；%）衬底离子间的平面角

保持不变，即衬底对外延层没有平行的剪切应变，不

存在平行方向上的扭曲 +因此，在（ !J，#J，$J）坐标系

下，由于晶格失配，-. 外延层在平行于衬底的平面内

发生了应变，但不存在面内剪切应变 +面内应变大小

可以由 L1E>MN 规则来确定：

!# K（&-.#/ !01!
/ &-.）O&-.， （%）

式中，&-.# / !01!
为弛豫 -.# / !01! 的晶格常数，由 -. 和

01 晶格常数的线性插值获得 +于是，我们得到［(］

!J## K!J%% K!#， （’）

!J#% K $ + （)）

（ !J，#J，$J）坐标系下其余三个独立的应变张

量，!J#’，!J%’，!J’’需要联立的方程才能确定 + 一方面，

-. 外延层在垂直衬底的方向上没有受到外力 ’，
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因而

!!"" # !!$" # !!%" # & ’ （(）

由胡克定律可知，应力和应变张量存在如下关系：

!!!" ) "!!"#$#!#$ # &， （*）

其中，"!!"#$ 是（%!，&!，’!）坐标系下的弹性劲度系数 ’
对于（!"）#（""），（$"），（%"），根据（"），（+）和（*）式，

同时考虑到 "!!"#$ 和#!#$ 是对称张量，可以得到

"!!"""#!"" ) $"!!"$"#!$" ) $"!!"%"#!%"
#（"!!"%% ) "!!"$$）#! ’ （,）

由于文献中的弹性劲度系数是（ %，&，’）坐标系下

的，（,）式中的 "!!"#$ 需要通过坐标变化来求取，即

"!$%() # *!$*"%*#(*$)*!"#$ ， （-）

其中，弹性劲度系数张量 "!"#$（"%%，"%$，"++的值见表

%）为
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另一方面，通过对应变张量#!%"，#!$"，#!"" 再次的坐标

变换，可以得到

& # /#! 0#!""， （%&）

’ # （#!%"）$ )（#!$"）" $ 0#!， （%%）

其中，系数&和’可从文献［,］获得 ’这样，联立（,），

（%&），（%%）式，应变张量#!%"，#!$"，#!""得以确定 ’

有了（%!，&!，’!）坐标系下的应变张量，只要进

行坐标变换就可以得到（ %，&，’）坐标系下的应变张

量 ’变换公式为

#!!" # *#!*$"##$ ’ （%$）

!"!" 应变哈密顿

不考虑自旋轨道耦合作用时，未应变 12 价带顶

处为(!$(三度简并态，其 3’ 4 哈密顿表达式（ ,，-，

. 的数据见表 %）为

/! #
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求解该矩阵的本征值就可以建立未应变 12 不考虑

自旋轨道耦合作用时的价带色散关系 ’
我们知道，应变也就意味着发生了位移 ’体现在

色散关系上就是波矢 0 多了一个应变变化量，而求

解出的本征能量值也会发生相应的变化 ’基于这一

思想，应变哈密顿应为类似于（%"）式的一个表达

式［-］，即

/5 #
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式中，形变势 )，1，2 由实验确定，其值见表 %；应变

张量可由（%$）式计算获得 ’
表 % 文中所用参数说明及其具体数值

参数 参考文献

12，67 晶格常数 312，36708 (9+"%，(9*(- ［,］

弹性劲度系数

"%%，"%$，"++ 0（%&%%:;<0=>$）#
%*9(*，*9".，,9.( ［,］

34 参数 ,，-，. / (9,-，/ "9++，/ -9*+ ［.］

形变势 )，1，207? / &9%(，*9-+，/ (9-. ［,］

自旋轨道劈裂能)07? &9&++ ［.］

# % :;< # %& / (@’

当（%"）和（%+）两式相加时，也就是在由 0%，0&，

0’ 轴系确定的波矢方向上加入了应变变化量，求解

两式之和的本征值就是不考虑自旋轨道耦合作用时

应变 12 的能量本征值 ’

" 9 色散关系模型

为了得到更加精细的能带结构，必须考虑自旋

轨道耦合作用 ’这需要首先将单群态转变为双群态，

然后求解本征值 ’即

/34 #
/! &"A"
&"A" /[ ]!

$

%

， （%(）
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然后求解 !,- . !!"# . !!/的本征值，建立色散关系 )
其中，自旋轨道作用哈密顿的表达式为

!!/ $ 0 !’

& 1 & & & 0 *
0 1 & & & & 1
& & & * 0 1 &
& & * & 0 1 &
& & 1 1 & &
0 * 0
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直接求解 + ( + 矩阵 !,- . !!"# . !!/的本征解

相当困难，不能得到具体的表达式 ) 对于未应变 !1
（!!"# $ &），通过行列式变化出 & 矩阵块的方法，可以

将 + ( + 矩阵 !,- . !!"# . !!/转换而来的久期行列

式化简为 3 ( 3 和 4 ( 4 两个矩阵块来处理，从而可

以得到明确的色散表达式 ) 而考虑应变以后，由于

!!"##&，分块化简的办法不再适用 ) 考虑到该 + ( +
矩阵经过适当的厄米变换可以化为对称矩阵，所以

其本征解必为 ’ 个 4 重根 )从群论对称性的角度分

析也可以得到同样的结果 )因此，当假设矩阵的本征

值为 "，其 + 次幂的久期方程可以降为 ’ 次幂的特

征多项式 )令其为零，可以得到

"’ . #"4 . $" . % $ &， （*5）

其中

# $! 0（&** . &44 . &’’），

$ $ &** &44 . &44 &’’ . &’’ &** 0 &4
*4 0 &4

*’

0 &4
4’ 0（4!6’）（&** . &44 . &’’），

% $ &** &4
4’ . &44 &4

*’ . &’’ &4
*4

0 &** &44 &’’ 0 4&*4 &4’ &*’

.（!6’）（&** &44 . &44 &’’ . &’’ &**

0 &4
*4 0 &4

*’ 0 &4
4’），

而 &’(（ ’，( $ *，4，’）是矩阵 !7 . !% 的元素 )
虽然我们成功地实现了降幂化简，但三次幂方

程（*5）的实数根通式解形式仍然不是我们所需要的

结果 )这是因为，该表达式是一个虚数形式表达式 )
理论上，用该表达式计算的结果可以将虚部约掉，得

到实数结果 )但是由于方程中含有大量的符号，即使

计算机求解也会存在约不掉的情况 )这样，结果反倒

真的是虚数了，与物理意义不符，通过它计算不出我

们所需的数据 )针对这一情况，我们利用计算机辅助

计算并配合使用欧拉公式，将实数根通式解的实部

提取出来，最终建立了应变 !1 价带色散关系模型 )

上式中符号元素 &’( 由任意晶向［ )* ，)+ ，), ］和任意

晶面生长情况应变张量"’( 明显表示，因此，只要对

晶向［ )* ，)+ ，), ］赋值就可以求出该方向的价带结

构，对该方向价带能量的二阶导可获得相应的空穴

有效质量 )

"*
- $ 4$.89: #( )’ 0 #

’ ，

"4
- $ 4$.89: # 0 4!( )’ 0 #

’ ，

"’
- $ 4$.89: # . 4!( )’ 0 #

’ ，

（*;）

其中，. $（ #4 0 ’$）6;，/ $（4#’ 0 ;#$ . 42 %）6<3，

# $ 89:0 *（ 0 / 6 .$ ’ ）)
下面，对所建立色散关系模型的精确性进行评

价 )由于目前应变 !1 能带结构实验数据报道较少，

理论值与实验值比对存在困难；同时考虑到，以上所

建模型亦能对未应变 !1 进行计算，因此，我们将以

未应变 !1 为例来进行评价 ) 如前面所述，在求解未

应变 !1 的价带结构时，通常把 + ( + 矩阵简化为 3 (
3 和 4 ( 4 两个矩阵块的办法来处理，有些文献称之

为解析法，解析法计算未应变 !1 的结果与实验值符

合较好 )使用上面所建模型来求解，我们称之为数值

法，下面进行数值法与解析法的比对 )

图 * 数值法求解的重空穴带等能面

图 *—3 是解析法和数值法求解的未应变 !1 重

空穴带、轻空穴带等能面的比较结果 )数值法所得等

能面图表明：重空穴带比轻空穴带有较强的各向异

性，这和解析法的结果是一致的，反映出了所建模型

的正确性 )同时，我们也要注意的是：只有在等能面

能值较小的时候，数值法和解析法的结果才较为一

致，这在重空穴带中体现得比较明显 )这种结果上的
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图 ! 解析法求解的重空穴带等能面

图 " 数值法求解的轻空穴带等能面

图 # 解析法求解的轻空穴带等能面

差异主要是因为解析法在计算过程中省略了对 !

空间四次方有贡献的若干项，有一定的近似；而数值

法是经过严格的数学推导的，没有近似 $因此，使用

数值法来求解未应变 %& 的价带结构，结果应该更加

精确 $

# ’ 结 论

本文首先构建了应变哈密顿微扰项，然后基于

($ ) 理论框架，详细推导并建立了应变 %& 的价带色

散关系模型 $ 最后，以未应变 %& 为例对所建模型的

精确性进行了评价 $结果表明，该模型精确度高，适

用范围广，任意晶向弛豫 %&* + ",-"（.! "!.’/）衬底

上生长的应变 %& 都可适用 $ 并且，通过该模型可以

获取任意 ! 矢方向的应变 %& 价带结构及空穴有效

质量，对器件研究设计可提供有价值的参考 $
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