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给出两种构造一阶系统 *+,-./00表示的新方法，可以从微分方程直接计算得到 *+,-./00函数 ! 和 *+,-./00函数
组 "! 1 举例说明所得结果的应用 1
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$ @ 引 言

*+,-./00方程是一类比 A54+69/> 方程更为普遍
的动力学方程［$，"］1 *+,-./00系统已成为分析力学研
究的一个重要领域 1 文献［’］系统地表述了 *+,-./00
系统动力学的基本理论框架，文献［#］全面研究了
*+,-./00系统的对称性与守恒量 1 近年来，*+,-./00系
统的研究取得了一系列的成果［(—;］1 *+,-./00方程是
一阶微分方程，而在力学、物理学以及其他领域中，

很多系统是用一阶微分方程来描述的 1从数学看，高
阶微分方程总可以化为一阶微分方程，因此研究这

些一阶系统可以利用 *+,-./00 方程的理论和方法 1
把通常的一阶系统表示成 *+,-./00方程形式，就成了
应用 *+,-./00动力学的关键 1 文献［"，’］给出了一些
构造 *+,-./00表示的方法，本文将推导出两种新的构
造 *+,-./00 表示的方法，可以直接从运动方程得到
*+,-./00函数和函数组 1 最后举例说明所提出方法
的应用 1

" @ *+,-./00方程概述

设系统状态由 # 个变量 $!（! B $，"，⋯，#）描
述，其运动方程为

!""
!$! C!

"!
!$( )" $·" C !!

!$! D!
"!
!( )% B %

（!，" B $，"，⋯，#）， （$）

式中对重复指标求和（下同）1 方程（$）称为 *+,-./00
方程，其中函数 !（ %，!）称为 *+,-./00函数，"!（ %，!）
（!B $，"，⋯，#）称为 *+,-./00函数组 1 定义
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为 *+,-./00张量 1 若
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则称 *+,-./00方程为规则的 1 由定义（"）式，容易证
明#!"具有下列重要性质：
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性质（#）式决定了满足条件（’）式的规则 *+,-./00系
统，状态变量只能为偶数，即 # B "&（ & B $，"，⋯）1
对于 # 为奇数的系统，可以通过引入一个补充变量，
以使状态变量成为偶数，通常这个补充变量就是时

间 %［’］1 下面的讨论中，只涉及变量为偶数的规则
*+,-./00系统 1
对于具体系统，通常给出的运动方程为

$·! B%!（ %，!） （! B $，"，⋯，"&），（:）
由于条件（’）式的存在，*+,-./00 方程（$）写成方程
（:）总是可行的 1反过来，对于方程（:）形式的方程如
何表示成 *+,-./00 方程（$）的形式就要有专门的方
法，即构造 *+,-./00 表示的方法 1 构造 *+,-./00 表示
的基本问题是从方程（:）出发，求得 *+,-./00函数 !
和 *+,-./00 函数组 "!（! B $，"，⋯，"&），以将方程
（:）写成等效的方程（$）的形式 1
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!" 构造 #$%&’())表示的直接方法一

将方程（*）代入方程（+），得
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设待求的 #$%&’())函数具有下列形式：

# . !"#"， （2）
代入并展开后即得到 #$%&’()) 函数组 !" 应满足的
方程
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一般情况下，方程（3）的解是多值的，待求的 #$%&’())
函数组应满足条件（!）式，然后再由（2）式求得
#$%&’())函数 # 1
将求得的 # 和 !"（" . +，0，⋯，0%）代入方程

（+）得
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由于 !" 满足方程（3），故可得到

$"!（"·! ,#!）. / （"，! . +，0，⋯，0%）1（4）
由于条件（!）式成立，故从（4）式可得到方程（*）1换
言之，（4）式是方程（*）的 #$%&’())形式的方程 1

5 " 构造 #$%&’())表示的直接方法二

将方程（+）写成如下形式：
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将方程（*）代入得
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（+/）式两边对 "%求偏导数，得
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在式中交换指标"和%可得
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两式相减后得
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利用 #$%&’())张量的性质（5）和（6）式可得
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方程组（++）是确定 #$%&’())张量的方程组 1 由于$"!
的反对称性质，方程组（++）只有 %（0% , +）个独立方
程 1 方程组（++）的解也是多值的，只有满足条件（!）
式的才是待求的 #$%&’())张量 1
由方程组（++）求得 #$%&’())张量$"!后，再代入

（0）和（+/）式，得到确定 #$%&’()) 函数 # 和 #$%&’())
函数组 !"（" . +，0，⋯，0%）的方程 1求解由（0）和
（+/）式导出的方程组，可以得到 # 和 !" 1 在具体的
求解过程中，可以根据情况先假定 #$%&’())函数 #，
或者先假设部分 !"，以简化求解过程 1

6 " 算 例

研究线性阻尼振子

&7 - & -&&·. / （+0）
的 #$%&’())表示［0，!］1
设
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"0 . &·，
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利用方法一，由方程（3）得
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（+5）
方程（+5）满足条件（!）式的解有很多组，下面列出三
组解：

!+ . +
0 "0 8&$，

!0 . , +
0 "+ 8&$， （+6）

# . +
0 8&$［（"+）0 -（"0）0 -&"+ "0］；

!9+ . "+ 8&$，

!90 .（&"+ - "0）8&$， （+*）

#9 . ,&8&$［（"+）0 -（"0）0 -&"+ "0］；
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!!" #（"" $!"%）&!#，
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利用方法二，方程（""）只有一个独立方程，将

（"*）式中的"" 和"% 代入得
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方程（",）满足条件（*）式的一个解为
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代入（%）和（"(）式得
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为了简化求解过程，可以先假定函数 $ )
例 ! 设
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为了简化方程（%(）—（%%）的求解过程，也可以
先选定 !" 或 !% 中的一个 )
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这与例 *一致 )
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这与例 "一致 )
这里顺便指出

#"% # + &!# （*"）
也是方程（",）一个满足条件（*）式的解 )重复上述过
程，又可以得到若干组函数 $ 和 !"，!%，由这些不

同的函数 $ 和 !"，!% 得出的 12345677方程，都是线
性阻尼振子方程（"%）等效的 12345677表示 )

0 8 结 论

本文给出了两种构造一阶微分方程系统的

12345677表示的新方法 )与已有的构造 12345677 表示
的方法相比较，本文提出的方法不需要先将一阶微

分方程（0）写成自伴随协变形式，也不需要先得到微
分方程（0）的全部独立第一积分 ) 本文方法一是通
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过解方程（!）直接确定 "#$%&’((函数组 !!，然后利用
关系式（)）求得 "#$%&’((函数 "，构造 "#$%&’((表示的
过程比较简单一些，但是由于关系式（)）的限制，使
求解的范围比较狭小，失去了一些可能的表示 * 本
文方法二是普遍的方法，通过求解方程（++）直接确

定 "#$%&’((张量"!#，然后再求得 " 和 !! *其求解的
范围比方法一更广泛，但是构造 "#$%&’((表示的程序
要复杂一些 * 具体应用两种方法时，可通过预先假
设函数 " 或部分 !! 的形式，以简化求解过程 *
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