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在海森堡 !" 模型中，为了统一研究均匀磁场和非均匀磁场对系统热纠缠的影响，在两个量子位分别施加独立

可控的外磁场（# + $）和（# , $）- 发现在均匀磁场和低温条件下的纠缠度有一个稳定的平台区并发生纠缠突变 -
控制磁场不均匀度 $ 和选择合适的材料就可以获得最有利的纠缠，并大大提高系统退纠缠的临界温度 %. - 调节磁

场的 # 值，可以在更宽的温度范围内实现此体系的纠缠开关 -
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% B 引 言

纠缠是量子信息技术中最基本的资源 - 早期对

纠缠态的研究局限于处于绝对零度的体系，这一条

件在真实的物理系统中是难以实现的，例如核磁共

振系统中量子计算的初态就是热平衡态 - 近年来，

为了量子信息技术的实用化，各种自旋链模型［%—&］

在热平衡状态下的纠缠特性得到了广泛的研究 - 人

们已经研究了均匀磁场［#，*］、非均匀磁场［)，%(］情况下

两比特间的纠缠问题 - 对于非均匀磁场，以往的研

究仅限于两磁场的强度相同方向相反的特殊情况，

而事实上非均匀磁场还包括方向相同强度不等以及

强度和方向都不同的情况 - 自旋自由度在许多物理

系统中可以看作量子比特，而自旋之间的海森堡相

互作用可以在量子点［%%，%"］、原子核自旋［%$］、电子自旋

和光学晶格中的冷原子［%/］等许多物理系统中实现 -
本文主要研究开放边界条件下两量子比特在外

加磁场中的热纠缠性质及其对纠缠的调控 - 为了与

以前的研究相比较，统一研究均匀磁场和非均匀磁

场对系统热纠缠的影响，我们在两个自旋量子位上

分别施加独立的可调磁场（# + $）和（# , $），通过

调节磁场的 # 和 $ 值以及它们之间的相对值，实现

了均匀磁场和各种非均匀磁场的转换，对磁场的控

制范围也变得更大 - 研究表明，通过控制磁场不均

匀度和选择合适的材料，可以获得最有利的纠缠，并

大大提高系统退纠缠的临界温度 %. - 此外，调节 #
值可以在更宽的温度范围内实现此体系的纠缠开

关，这使得我们更加容易地控制纠缠开关 -

" B 纠缠度的计算

对于一个处于热平衡的系统，表示其量子态的

C6DDE 算子为

!（%）F @:G , &( )’% H(，

其中

( F IJ @:G , &( )[ ]’%
是配分函数，’ 是玻尔兹曼常数 -两个量子位的纠缠

我们用共生纠缠度 ) 来表示［%’，%&］，

) F 45:｛"% ,"" ,"$ ,"/，(｝- （%）

这里"*（ * F %，"，$，/）满足"%"""""$""/，"* 是算

符+%" F!%" ,!
!
%" , 本征值的平方根，其中!%" 是两量
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子位的密度矩阵，! !!"
"!!"

#，!"
" 和!"

# 是泡利算符，

"
"代表"的复共轭 $ # ! % 时表示没有纠缠，# ! "

对应于最大纠缠，% & # & " 为部分纠缠 $
在正交基矢｛ %，%〉， %，"〉， "，%〉， "，"〉｝下，

如果密度矩阵可以写成 $ 态［"’］的形式

"
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% % % #
% & ’ %
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#" % %
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则很容易得到共生纠缠度

#（"
"#）! #()*｛%，+ ’ + , #%)，+# + , #&(｝，

（-）

其中 % . & . ( . ) ! "$

- $理论模型

对每个量子位施加不同的磁场，两比特 $* 模

型系统的哈密顿量为

+ ! ,（!-
" !-

# . !"
" !"

#）.（. . &）!’
" .（. , &）!’

#，

（/）

其中 , 是耦合参数，, 0 % 对应反铁磁情形，, & % 对

应铁磁情形；!$ !!$1#（$ ! -，"，’）是自旋 "1# 算

符；!$ 是泡利算符；. 和 & 是施加在两量子位上的

两个独立磁场，显然 & 控制磁场的不均匀度 $
在正交基矢｛ %，%〉， %，"〉， "，%〉， "，"〉｝下，

哈密顿量可以表示为

+ !

, #. % % %
% , #& , %
% , #& %
% % % #
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$ （2）

这一矩阵的四个本征值很容易求出，它们是｛, #.，

#.，3#/ {｝，相应的本征矢为 %%〉，""〉，%3 〉!

"
0 3

"%〉, #& 3#/
, %"( ) }〉 ，其 中 / ! /&# . ,#，

0 3 为归一化系数 $ 系统在任意温度下的密度矩阵

可以表示为

"
"# ! "

1
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其中

4 ! 789: #/( )23
，

5 ! #&
#/

9;<: #/( )23
，

6 ! ,
#/

9;<: #/( )23
，

1 ! #789: #.
23 . #789: /&# . ,# #

23 $

在以下的计算中我们取玻尔兹曼常数 2 ! "$ 由

（#），（-）和（6）式可知，有限温度下的热纠缠度可以

写为

#（"
"#）! #

1()*｛%，+ 6 + , "｝$ （’）

显然，3$% 极限下纠缠度的表达式变为

#（"
"#）3$% ! ()* %，=;(

3$%

,
#/

"

4*5 #. , #/( )23 .{ }" $

（>）

从（>）式容易看出，在零温或近零温下，当 #. 0#/

时，# ! %；当 #. &#/时，# !
,
#/

$ 这说明在 #.

!#/处会出现纠缠突变，纠缠度由 # !
,
#/

突然

变为 # ! %$

/ ? 数值计算和分析

!"#" 均匀磁场和非均匀磁场两种情况下纠缠度的

变化对比

由（/）式可知，当 & ! %，.%% 对应的是均匀磁

场的情况，而 &%%，. ! % 时对应的是非均匀磁场的

情况 $ 图 " 给出上述两种情况下热纠缠度随着磁场

的变化对比 $
图 " 所示的结果概括起来有以下四个特点 $

（"）无论均匀磁场还是非均匀磁场，系统的纠缠度都
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随着温度的升高而降低 ! 因为温度越高热起伏越

大，系统成了纠缠态和非纠缠态的混合态，随着温度

的升高，非纠缠态所占的比例增大，从而系统的纠缠

度降低 !（"）均匀磁场比非均匀磁场情况下的热纠

缠度变化缓慢 !这是由于在零温下基态为非纠缠态

##〉，$$〉和纠缠态 !
% 〉（其中 !

% 〉的本征值为

%!! & % ’"" ( #! "）三者之一，非均匀磁场下 !
% 〉

对应的本征能量显然比均匀磁场下的本征能量低，

因而在有限温度下非均匀磁场造成纠缠态的概率

正比于 )*+ !!( )( )$%
较大，纠缠度降低的速度也就

缓慢 ! 这说明在一定温度下非均匀强磁场比均匀强

磁场更能抑制热起伏的影响并能提高热纠缠度 !
（,）当温度 %"#-’ 时，非均匀强磁场下的热纠缠度

始终大于同等温度下均匀强磁场下的纠缠度 ! 但是

在图 $（.）中均匀强磁场下的纠缠度随 & 发生突变，

纠缠度曲线呈现 ’ & $ 的平台区 ! 图 $（.）中的温度

近似为零温，此温度下基态能量取决于 "& 的值与

!!的值 !如果 "& /!!系统处于 ##〉态，反之则处

于纠缠态 !
% 〉，即恰好处于最大纠缠态 !（’）由图 $

（0），（1）和（2）可知，随着温度的升高非均匀强磁场下

的纠缠度由一个峰分裂为两个峰，在 % & $-" 时出现

了一段消纠缠区域 ! 利用这一现象，可将外磁场作为

纠缠开关，使系统在纠缠与非纠缠之间转换 !

图 $ 当 " & # 时纠缠度 ’ 随 & 的变化与 & & # 时纠缠度 ’ 随 " 的变化对比 # & $!（.）% & #-#$，（0）% & #-’，

（1）% & #-3，（2）% & $-"

!"#" 恒定磁场下不同温度热纠缠度随磁场不均匀

度 ! 的变化

由图 " 可知，当 % & #-#$ 时纠缠度曲线存在消

纠缠区域，随着温度的升高（% & #-’，#-3）再次出现

了纠缠现象，继续升高温度（% & $-"）两比特之间的

纠缠又消失了 ! 这是由于系统随着温度的升高由分

离态转化成分离态和纠缠态的混合态，所以纠缠度

不再为零 ! 随着温度的进一步升高，纠缠态所占比

例越来越小直至为零，这时系统又回到了分离态 !
另外，与图 $ 中 & & # 的情况对比可以发现：在 % &
#-#$，#-’ 时都出现了两个纠缠峰值，且在 % & #-#$
时有纠缠开关，这个纠缠开关较图 $（2）中 % & $-"
处的纠缠突变更好，此时的纠缠开关更易控制 !
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图 ! 不同温度下热纠缠度 ! 随 " 的变化 # " #$%，$ " &

!"#" 恒定温度下 ! 取不同值时热纠缠度随磁场不

均匀度 " 的变化

图 ’ # 取不同值时纠缠度 ! 随 " 的变化 $ " &$（(）% "

#)#&，（*）% " #)+

由图 ’ 可知，同一温度下 # 值越大系统最大纠

缠度的值就越小，且随着 # 值的增大，系统不仅从

无消纠缠到有消纠缠出现，而且消纠缠区域范围变

大 $ 由此可知，消纠缠的磁场不均匀度 " 的临界值

随着# 值的增大而增大 $ 在 # " #)% 的情况下，对比

图 ’（(）与（*）可以发现，虽然温度升高，但在 % " #)+

时系统仍有纠缠，这进一步说明了外磁场对抑制热

起伏有较大的作用 $ 并且随着温度的升高，要想出

现消纠缠现象所需的 # 值应更大（如图 ’（(）中的 #
" #),’ 变为图 ’（*）中的 # " !),）$ 由图 ’ 与图 &

（(），（-）对比可知，在非均匀磁场时 % " #)#&，#)+ 没

有纠缠开关的情况下，只要 # 增大到一定的值时总

会出现消纠缠区域，即有纠缠开关 $ 与文献［&+］相

比较可知，控制 # 的值可以在更宽温度范围内实现

纠缠开关这一重要而有用的现象 $

!"!" 基态纠缠度与 !，"，# 之间的关系

图 . 当 % " #)#& 时，$ 和 " 取不同值的情况下纠缠度 ! 随磁场

# 的变化 （(）$ " &)#，" 取不同值的情况；（*）" " #).，$ 取不同

值的情况

对图 .（(）的分析可知，低温下的纠缠随着 # 值

的增大有纠缠突变（和以上分析相同），当 !# /!&
时为消纠缠，反之为纠缠态 $ 纠缠度的值由 $ 和 "
决定 $ 由图 . 可以看出：随着 " 的增大，最大纠缠平
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台区变宽，纠缠度 ! 值减小；随着 " 的增大，平台区

和纠缠度 ! 值均增大 ! 由此可知，我们可以通过控

制磁场不均匀度 # 及选择合适耦合参数 " 的材料得

到最有利的纠缠 !

!"#" 临界温度 !$ 与 " 和 # 的关系

由（"）式可知，热纠缠度的值与 " 的符号无关 ! 因

此，无论是铁磁性物质还是反铁磁性物质都有热纠缠 !

当 # $ # $ %!&，即
"
"%

’()*"%
&’ !%时存在临界温度

’+ , # " #
"%

-.+’()*"%
&’ ， （/）

即当温度大于 ’+ 时纠缠消失 ! 由（/）式可知，临界

温度与 ( 无关，只与 # 和 " 有关 ! 图 0 给出了在 "

图 0 临界温度 ’+ 与 ( 和 # 的关系 " , %

一定的情况下纠缠的临界温度 ’+ 随 # 的变化关

系，显然纠缠的临界温度 ’+ 随 # # # 的增大而增大 !

这说明控制磁场不均匀度的大小和选择合适的材料

能够提高退纠缠的临界温度 !

0 1 结 论

采用海森堡 )* 模型，对两个量子位分别施加

可控的外磁场，计算了系统的共生纠缠度 ! 通过控

制磁场 ( 和 # 的值，使 ( , & 或 # , & 实现了均匀磁

场和非均匀磁场的转换 ! 对两种情况下的纠缠进行

了对比，发现系统存在着纠缠温度，当大于该纠缠

温度时，非均匀磁场中的热纠缠度始终大于同样温

度下均匀磁场中的热纠缠度；当小于该纠缠温度时，

在某些区域出现均匀磁场下的纠缠度大于非均匀磁

场下的纠缠度 ! 在均匀磁场和温度很低时纠缠度有

一个稳定的平台区并发生纠缠突变，最大纠缠平台

区随着磁场不均匀度 # 的增大而变宽，纠缠度的值

减小，随着 " 的增大平台区及纠缠度值均增大，这

样可以通过控制 # 值及选择合适的材料获得最有

利的纠缠度 ! 另外，我们研究了系统退纠缠的临界

温度 ’+，发现 ’+ 只与 # 的值和 " 的值有关，# 的值

越大，’+ 就越大，但与 ( 的值无关 ! )* 自旋链系统

的这些性质对于认识和控制系统的热纠缠具有较重

要的意义，对利用这一系统进行量子信息技术的实

验研究具有参考价值 !

［%］ 2-)3 4 5 6&&% +,-$ ! ./0 ! 7 %! &%68%8
［6］ 9:;<=-’>) ? @ 6&&8 +,-$ ! ./0 ! 7 %& &A&8&%
［8］ 9*B= C，9B)3 D 9，5=B E F，C( G 6&&8 +,-$ ! ./0 ! 7 %& &6H8&%
［H］ IB’’(3)B;( I，9+*J(>3>;BK G L 6&&" +,-$ ! ./0 ! 7 ’# &%686&
［0］ 2-)3 4 5，2-)3 M N 6&&A +,-$ ! ./0 ! 7 ’( &AH8&6
［A］ 9*-) G O，G*>)3 2 2，C(= L P，D=-)3 E 4，C( D 6&&Q 1234

+,-$ ! 567 ! #’ 6AQ"（() G*()>’>）［单传家、程维文、刘堂昆、黄

燕霞、李 宏 6&&Q 物理学报 #’ 6AQ"］

［"］ C(R-. N 7，S-+B) N，2*-;>: P S %/// +,-$ ! ./0 ! 8/33 ! &) H00A
［Q］ N(T()+>)UB N V，S-+B) N，P>JW> O，S=.X-.R 5，2*-;>: P S 6&&&

943:;/ !*& 88/

［/］ P-JY- 5 C 6&&6 +,-$ ! ./0 ! 8/33 ! && %&"/&%
［%&］ 7’B=)R>* Z，P-.(J(WB=. [ 6&&0 +,-$ ! ./0 ! 7 ’+ &668&Q
［%%］ CB’’ N，N(T()+>)UB N V %//Q +,-$ ! ./0 ! 7 #’ %6&
［%6］ S=.X-.R 5，CB’’ N，N(T()+>)UB N V %/// +,-$ ! ./0 ! S #, 6&"&
［%8］ P-)> S \ %//Q 943:;/ (,( %88
［%H］ \X>.Y 7 P %//% +,-$ ! ./0 ! 8/33 ! %’ AA%
［%0］ D(;; 9，2BBYY>.’ 2 P %//" +,-$ ! ./0 ! 8/33 ! ’& 0&66
［%A］ 2BBYY>.’ 2 P %//Q +,-$ ! ./0 ! 8/33 ! &* 66H0
［%"］ E= L，\]>.;: O D 6&&" <:473:= >7?@; ! !@=A:3 ! ’ H0/
［%Q］ 9=) E，G*>) E，G*>) D 6&&8 +,-$ ! ./0 ! 7 %& &HH8&%

%AH"%6 期 杜秀梅等：外磁场下 4E 模型中两量子位热纠缠的性质及其调控研究



!" #$% &’(&%’#)%* +", -("#’(..)"/ (0 #$%’1+. %"#+"/.%1%"# )"
+ #2(!345)# 6%)*%"5%’/ !" 1(,%. 2)#$

%7#%’"+. 1+/"%#)- 0)%.,*!

!" #$"%&’$ &() *+,)-%#$(, #$( .")%/$’0

（!"##$%$ "& ’()*+,* -./ 0.%+.$$1+.%，23&3 4"15-# 6.+7$1*+8)，23&3 123456，!(+.-）

（7’8’$9’: ; !’8’<=’> 1??2；>’9$@’: <()"@8>$AB >’8’$9’: 14 C"-"@B 1??D）

C=@B>(8B
E’ $)9’@B$-(B’ B+’ B+’><(F ’)B()-F’<’)B ,G H’$@’)=’>-%BIA’ 8,"AF’: BJ,%K"=$B @I@B’< $) B+’ A>’@’)8’ ,G BJ, 8,)B>,FF(=F’

<(-)’B$8 G$’F:@（9 L :）():（9 M :）N E’ G$): B+(B "):’> B+’ 8,):$B$,) ,G F,J B’<A’>(B">’ (): ")$G,>< <(-)’B$8 G$’F:，B+’
’)B()-F’<’)B =’BJ’’) B+’ BJ, K"=$B@ ’O+$=$B@ AF(BG,><%F$P’ =’+(9$,> N QI 8,)B>,FF$)- B+’ $)+,<,-’)’,"@ <(-)’B$8 G$’F: : ():
@’F’8B$)- @"$B(=F’ <(B’>$(F J’ 8() ,AB$<$R’ B+’ B+’><(F ’)B()-F’<’)B (): ’)+()8’ B+’ 8>$B$8(F B’<A’>(B">’ ;8 ,G :’(:

’)B()-F’<’)BN E’ (F@, G$): B+(B B+’ ’)B()-F’<’)B @J$B8+ 8() =’ >’(F$R’: $) ( =>,(:’> >’-$,) ,G B’<A’>(B">’ =I <,:"F(B$)- B+’
")$G,>< G$’F: 9 N

"#$%&’()：B+’><(F ’)B()-F’<’)B，:’)@$BI <(B>$O，<= <,:’F
*+,,：?356，S16?

!T>,U’8B @"AA,>B’: =I B+’ V(B$,)(F V(B">(F W8$’)8’ X,"):(B$,) ,G Y+$)(（Z>()B V,N 4?22S?DD），B+’ [’I T>,->(< ,G B+’ V(B$,)(F V(B">(F W8$’)8’

X,"):(B$,) ,G Y+$)(（Z>()B V,N 4?63S?3?）(): B+’ W8$’)B$G$8 7’@’(>8+ X,"):(B$,) ,G \"G" V,><(F ])$9’>@$BI，Y+$)(（Z>()B V,N #/?514）N

0 Y,>>’@A,):$)- ("B+,> N ^%<($F：IUO$(_<($F N KG)"N ’:"N 8)

15S2 物 理 学 报 62 卷


