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提出了一种产生多涡卷混沌吸引子的方法并给出了相应的电路设计 +该方法由若干个分段线性函数构成混沌
系统的非线性函数，构造不同的分段数可以获得不同数量的涡卷混沌吸引子 +数值仿真和 ,-.仿真结果表明了该
方法的有效性 +
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! > 引 言

近年来，由于混沌在电子、通信、系统控制、材料

力学等领域有着广阔的前景而引起了学者们的广泛

关注和深入研究［!—’］+由于混沌信号可以当作保密
通信中的加密信号使用，所以对产生混沌吸引子信

号发生器的研究也引起了人们的极大兴趣 +通过构
造不同的非线性函数在各类系统中产生动力学行为

更为复杂的多涡卷混沌吸引子以满足工程需要，其

中主要有利用分段线性函数、阶梯波、正弦函数、时

滞函数等各种方法产生多涡卷混沌吸引子［*—!(］+然
而，文献［)］中的混沌吸引子大小不均匀并且数量有
限；文献［!&］虽然找到了产生任意涡卷的分段线性
函数转折电压的递推规律，但由于转折点电压值计

算公式比较复杂且后一次转折点电压值与前一次转

折点电压值相关，故比较容易出错 +因此，研究一种
产生多涡卷混沌吸引子的新方法，在理论与实际中

都有重要的价值 +
本文在文献［!’］的基础上通过构造一个新的非

线性函数和重新配置系统参数，不需要复杂的数学

推导就可在四维系统中产生任意数量、大小相等、分

布均匀的多涡卷混沌吸引子 +依据新的非线性函数，
设计了转折点函数的电路并且确定电路元器件的

值，获得了多涡卷混沌吸引子，数值仿真结果和

,-.仿真结果完全一致 +最后进行了硬件电路实验
并给出实验结果 +

# > 混沌系统的提出与分析

文献［!’］给出两个简单的线性二维子系统，通
过一种分段线性标量函数连接而成的方法产生了二

涡卷混沌吸引子 +其混沌系统的数学模型为
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在文献［!’］的基础上，本文通过两方面对其进行改
进 +一方面，改进系统的有关系数 " @ &>&%，# @ #，’
@ &>!’ + 另一方面，构造一个新的非线性函数
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产生 ) 涡卷混沌吸引子的参数为
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数组 # 的作用是产生多涡卷混沌吸引子和控制吸
引子的大小 ’数值仿真表明：当 $ ! % )*& 时，系统
（"）能产生偶数个涡卷混沌吸引子；当 $ ! )*&时，系
统（"）能产生奇数个涡卷混沌吸引子 ’转折点数组 !
的作用是控制涡卷混沌吸引子之间的距离 ’当 " ! &
时，系统（"）能产生五涡卷混沌吸引子，由（#）—（(）
式可知非线性函数 %（&，’）由以下 ""个分段线性函
数组成（图 "）：
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图 " 产生五涡卷混沌吸引子的非线性函数的区域表示

%（&，’）中两端斜率为零的分段控制五涡卷混沌吸
引子的边界，& 个正斜率分段产生 & 个涡卷混沌吸
引子［".，"-］，( 个负斜率分段产生连接 & 个涡卷混沌
吸引子的 (个键带［",］’当系统（"）的参数 ( ! )*)(，)
! #，* ! )*"/，" ! &时，其 01234567指数分别为 +" !
)*."$&，+# ! )，+$ ! % )*"(".，+( ! % )*.(-(，表明系
统（"）处于混沌状态 ’系统（"）产生五涡卷混沌吸引
子时，其动力学行为可以描述如下：在（&）式的 ""个
区域中，取其中任意初始值（ ,)，&)，’)，-)），随时

间的演化系统（"）将无限次通过 & + ’ ! % ,，% .，
% &，% $，% "，"，$，&，.，,这 ")个开关平面，其轨迹
将不断重复地通过以上 ""个区域 ’由于系统（"）在
不同的区域中会有不同的动力学行为［".—",］，所以随

着时间的演化，系统（"）的轨迹将不断地被拉伸和折
叠，最终产生更复杂的动力学行为 ’

$ * 多涡卷混沌吸引子的数值仿真

以产生二涡卷、三涡卷、四涡卷、五涡卷混沌吸

引子为例，初始值均选取 ,（)）! )*"，&（)）! )*"，
’（)）! )*#"和 -（)）! )*"，时间步长取 )*))" 8’ 二
涡卷混沌吸引子非线性函数的参数为 ! !［"，$］，#
!［#，% )*&］；三涡卷混沌吸引子非线性函数的参
数为 ! !［"，$，&］，# !［ % #，#，% )*&］；四涡卷混沌
吸引子非线性函数的参数为 ! !［"，$，&，.］，# !
［#，% #，#，% )*&］；五涡卷混沌吸引子非线性函数
的参数为 ! !［"，$，&，.，,］，# !［ % #，#，% #，#，%
)*&］’ 利用四阶 945:;<=4>>2方法分别对系统（"）进
行求解，数值仿真结果如图 #所示 ’

( * 多涡卷混沌吸引子的电路设计及
?@A仿真

在电路设计过程中，采用 B0)-#运算放大器，电
源电压 . ! C "& D，输出饱和电压 /82> ! C "$*&
D［#)］’为了方便硬件实现，确保电阻值的准确性，所
有电阻均采用精密可调电阻或精密可调电位器 ’下
面以产生五涡卷混沌吸引子为例说明电路的设计方

法 ’图 $所示为利用 B0)-#运算放大器实现非线性
函数转折点的电路 ’ 设运算放大器的输入电压为
/,，输出电压为 /6，输入电阻为 0(，输出电阻为 0)，

则有下列关系成立：
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图 ! 数值仿真结果 （"）二涡卷混沌吸引子在 !# " 平面的投影，（$）三涡卷混沌吸引子在 !# " 平面的投影，（%）四涡卷混沌吸引
子在 !# " 平面的投影，（&）五涡卷混沌吸引子在 !# " 平面的投影

图 ’ 利用 ()*+!运算放大器实现非线性函数转折点

的电路图

由（’），（,）式可得
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由系统（0）产生转折点为 /，’，-，1，4 5 的方程分
别为
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令 #’’ . #’0 . #,! . #,0 . #-! . !** 8!，#’1 .
#’+ . #,1 . #,+ . #-- . #-0 . /* 8!，#-, . / 8!，可得

#’! . /,9+ 8!，#’, . /’9- 8!，#’- . ,,9, 8!，#,* .
,9- 8!，#,/ . 1,9*1 8!，#,, . !91 8!，#,- . /*’91 8!，

#-* . /49! 8!，#-/ . /’’9’’ 8!，#-’ . 0 8!3同理，可

求得产生二涡卷混沌吸引子时，:;!/ 的输入电阻
#’4 . /+9*! 8!，产生三涡卷混沌吸引子时，:;!/ 的

输入电阻 #,’ . /*9+ 8!，产生四涡卷混沌吸引子时，

:;!/的输入电阻 #,4 . 191! 8!3
根据文献［!/］提出的模块化电路设计原理，设

计出一个通过联动开关 %/ 与 %! 的切换，可以产生

二涡卷、三涡卷、四涡卷、五涡卷混沌吸引子的电路，

电路如图 ,所示 3令 #0 . #1 . #/’ . #/, . #!* . #!/

. #!1 . #!+ . #!4 . #’* . #’/ . /* 8!，根据电路理
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图 ! 产生多涡卷混沌吸引子的电路图

论，不难得到五涡卷混沌吸引子的状态方程为
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这里

%（!’ ) !(）$（ 0 !’ ) !( ) # 0 & 0 !’ ) !( & # 0）

&（ 0 !’ ) !( ) ( 0 & 0 !’ ) !( & ( 0）

)（ 0 !’ ) !( ) % 0 & 0 !’ ) !( & % 0）

&（ 0 !’ ) !( ) . 0 & 0 !’ ) !( & . 0）
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令 ## $ !, 1!，#’ $ #( $ #* $ ,2* 1!，#+ $ ##,

$ ##% $ ##. $ #’’ $ #’! $ #, 1!，#% $ ##’ $ ##+ $ #’-

$ %, 1!，$# $ $’ $ $( $ $! $ (( 34，& $ !#，’ $ !’，

( $ !(，) $ !!，! $ " 5#% $#，系统（-）等价于系统

（#）/产生二涡卷混沌吸引子时，开关 *#，*’ 接 ’，开

关 *( 闭合，其余开关全部断开 / 产生三涡卷混沌吸

引子时，开关 *#，*’ 接 #，开关 *!，*% 闭合，其余开

关全部断开 / 产生四涡卷混沌吸引子时，开关 *#，

*’ 接 ’，开关 *!，*-，*. 闭合，其余开关全部断开 /

产生五涡卷混沌吸引子时，开关 *#，*’ 接 #，开关

*!，*-，**，*+ 闭合，其余开关全部断开 / 678仿真

结果如图 %所示 /

% 2 电路实验结果

根据图 !所示的电路图制作硬件电路并进行实
验，从 967::; <=>!#(%?型模拟示波器上可观察到
二涡卷、三涡卷混沌吸引子，如图 -所示 /
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图 ! "#$电路仿真相图 （%）二涡卷混沌吸引子相图，（&）三涡卷混沌吸引子相图，（’）四涡卷混沌吸引子相图，

（(）五涡卷混沌吸引子相图

图 ) 二涡卷、三涡卷混沌吸引子实验结果 （%）二涡卷混沌吸引子，（&）三涡卷混沌吸引子

) *结 论

本文提出了一种多涡卷混沌系统及其电路设计

的方法，其核心思想是利用若干个分段线性函数构

造一个新的非线性函数 *随着分段线性函数线段的
增加或减少，产生混沌吸引子的数量也相应地增加

或减少 *本文的研究以五涡卷混沌吸引子为例，通过

控制开关状态不同，可以分别产生二涡卷、三涡卷、

四涡卷、五涡卷混沌吸引子 *从非线性函数的构造到
数值仿真、"#$电路仿真，其结果一致，表明该方法
是可行的 *本文研究的理论意义在于通过建立数学
模型、电路设计、"#$电路仿真及硬件电路实现寻
找一种普适规律 *有关混沌系统在保密通信方面的
应用将是下一步的研究目标 *
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