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考察了一类非光滑周期扰动和有界噪声联合作用下受迫 ()**+,-系统的动力学行为 . 对于非光滑扰动项，尝试
采用 /0)1+21级数展开的方法，得到与原系统等价的光滑系统 . 在此基础上给出该系统的随机 324,+506 函数，由
78942马蹄理论得到系统出现混沌的解析条件，并利用 :0+,;91<截面、相图以及最大 =>9?),06指数验证了理论结果 .
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! H 引 言

非光滑现象广泛存在于现实的生产和生活

中［!，#］，例如日常所见的各种摩擦、碰撞以及振动落

砂机、冲击钻进机械、打桩机、打印机机头等 . 在这
些非光滑现象中，有的对生产和生活有着积极的影

响，有的则相反 . 所以需要加强对非光滑运动的研
究，更进一步了解这些系统的动力学行为，以便更好

地为生产和生活服务 . 非光滑系统与光滑系统的最
大区别在于：与具有连续向量场的光滑系统不同，非

光滑系统的运动方程具有不连续的向量场，这使得

它的雅可比行列式出现不连续点 . 非光滑系统的这
些特点使得它与光滑系统相比有着许多不同之处，

分岔、混沌现象也更加复杂 .
关于非光滑动力系统，近年来引起了广大学者

的很大兴趣，并已取得一些研究成果 . I01J8915［K］根
据局部奇异性分析，提出一种近似描述非光滑分岔

的方法，在非光滑系统的研究中做出了开创性的工

作 . =2+,2［@］系统地研究了具有不连续向量场系统的
分岔问题，指出非光滑系统不但具有传统的音叉分

岔、L0?*分岔等常见的分岔现象，更具有由非光滑
性所引起的碰撞擦边分岔等非光滑系统所独有的分

岔现象 . 金俐等［&］利用局部映射的方法研究了非光
滑系统的最大 =>9?),06指数计算方法，并将理论值
与数值结果进行比较，取得了较好的效果 . 李明
等［A］基于符号序列描述了一类非光滑系统中的分岔

和混沌现象 . 王林泽等［$］利用外加正弦驱动抑制了
一类分段光滑系统的混沌 . 冯进钤等［’］利用正交的
MF2N>OF26多项式逼近非光滑系统来研究它的倍周
期分岔现象 . PQ12D;2Q+;R等［S，!%］给出了一种计算非
光滑系统 324,+506函数的方法，并将所得理论结果
与数值结果进行了比较，说明在非光滑动力系统的

研究中 324,+506 方法仍是一种预测混沌的有效方
法 . ()等［!!—!K］充分考虑了非光滑系统的特性，用微
扰法给出了一种非光滑碰撞系统 324,+506函数的计
算方法 . 从已有的文献及其研究内容看，非光滑系
统的研究还处于一个方兴未艾的阶段 .
本文讨论如下一类非光滑扰动和有界噪声联合

作用下的受迫 ()**+,-系统：
!T U!"!·V #! U $!K W!（ %;0O（"! &）

U ’(（!）U )#（ &）），（!）
式中的 (（ !）为系统的非光滑扰动项，#（ &）为有界
噪声，即

#（ &）W ;0O（"# & U$），

$ W%*（ &）U& .
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这里!! 为中心频率，!（ "）为标准"#$%$&过程，"为
［’，!!）上均匀分布的随机变量 ( 有界噪声#（ "）的均
值为零，协方差函数为

#（$）)
$!
! $*+ ,%

!$( )! -./（!!$）( （!）

方差为 #（’）) $! 0!，#（ "）的双边谱密度函数为

%#（!）)
$!
!!

%!

1（! ,!2）
! 3%1 3 %!

1（! 3!2）
! 3%[ ]1 (

（4）
因而有界噪声是一个广义平稳随机过程，具有有限

的功率，功率谱密度的形状由!2 和%决定 (通过!2

和%的适当取值，#（ "）可以具有大气湍流的 5&67.%
谱和 89% :9&;.%谱，能够用来模拟风中的湍流和地
震的地面运动，并且噪声的带宽主要由%决定 (当

%!’时，它是一个窄带过程；而当%!<时，#（ "）趋
于白噪声 ( 从而有界噪声是一个合理的随机激励
模型 (

! = 非光滑周期扰动与有界噪声联合
作用下受迫 5>??#%@ 系统的随机
A$B%#C.D过程

对于系统（2），由于其非光滑扰动项 &（’），使得
用来研究光滑动力系统的传统方法不能直接应用到

该系统中去 ( 由 E.>&#$&级数理论可知，如果非光滑
扰动项 &（’）是周期为 ! ( 的分段光滑周期函数，它
可以表示为 E.>&#$&级数，即

&（’）)
)’

! 3"
<

* ) 2
)* -./

*!’( )( 3 +* /#%
*!’( )( )( ，

（1）
式中

)* ) 2
(#

(

, (
&（’）-./ *!’( )( 7’ （* ) ’，2，!，⋯），

（F）

+* ) 2
(#

(

, (
&（’）/#% *!’( )( 7’ （* ) 2，!，⋯）(（G）

将（1）—（G）式代入系统（2）中，即可得到与系统（2）
等价的光滑动力系统，从而可用光滑动力系统的研

究方法来考察这一类非光滑动力系统的动力学行

为 ( 对于系统（2），取
&（’）) H /#%’ H，

则有如下的非光滑周期扰动和有界噪声联合作用下

的 5>??#%@系统：
’I 3&)’·, +’ 3 #’4

)&（ ,-./（!2 "）3 - H /#%’ H 3 $#（ "））( （J）
这是一个典型的非光滑系统，H /#%’ H的 E.>&#$& 级
数为

H /#%’ H ) !
!

2 , !"
3<

. ) 2

-./（!.’）
1.! ,[ ]2 ( （K）

系统（J）等价于如下的光滑系统：
’I 3&)’·, +’ 3 #’4

)& ,-./（!2 "）3
!-
!

2 , !"
3<

. ) 2

-./（!.’）
1.! ,[ ]2 3 $#（ "( )） (

（L）
为了考察用系统（L）模拟系统（J）的精确程度，取 )
) !=JF，+ ) ’=4F，# ) ’=!!F，- ) ’=2!F，$ ) ’=’’’2，

!2 ) ’=JF，!! ) ’=!，% ) ’=K，&) ’=2，, ) ’=F ( 首先

得到系统（J）的时间历程图，如图 2中的实线所示 (
再在上述参数下得到系统（L）的时间历程图，为清楚
起见，每隔 !’’ 个点取一个点，得到光滑近似系统
（L）的时间历程图，如图 2中的星号线所示 ( 从图 2
可以看出，用系统（L）去近似系统（J），效果相当好 (

图 2 系统（J）和（L）的时间历程图 实线为系统（J），星号

线为系统（L）

系统（L）等价于如下的一阶系统：
’·) /，

（2’）
/·) +’ , #’4 3 [& ,-./（!2 "）

3 !-
!

2 , !"
<

. ) 2

-./（!.’）
1.! ,( )2

3 $#（ "）, ])/ (

当&) ’时，得到未受扰动系统
’·) /，

/·) +’ , #’4 (
（22）
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系统（!!）具有如下三个不动点：中心 !!" ，( )" 和
# !!" ，( )" ，鞍点（"，"）$ 此时系统的 %&’()*+, 函

数为

#（$，%）- !
. %. # !

. !$. / !
0 "$0， （!.）

势函数为

&（$）- # !
. $. / "

0 $0 $

取 ! - !1"，" - "12，得到系统（!!）的相图和势函数
图，如图 .所示 $ 经过鞍点的同宿轨道满足

$·- $ ! # "$.

! . $ （!3）

对（!3）式两端分别关于 ’ 积分可得同宿轨道

（$"（ ’），%"（ ’）） (- 4 .!!" 5678（!!’），

" ! .!" 5678（!!’）*&,8（!!’ )） $

（!0）

图 . 系统（!!）的相图和势函数图 （&）相图，（9）势函数图

31 解析结果

由文献［!0，!2］的随机 :6),(;+< 方法可得系统
（!"）的随机 :6),(;+<函数
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，

式中"’. # ’为 @8(,+AB;&噪声，

"’ - .!0$
0

1 - !

#
2（$1）

7+5（$1’ /%1）$

由于 .! 中的

#
/=

#=
5678.（!!’）*&,8.（!!’）> ’ - .

3!!
，

从而有

.! - # 0)!.

3!!"
$

.. 中的被积函数以及 .3 中的每一项积分中被积函

数都是奇函数，积分区间关于原点对称，积分值均为

零 $ 对于 .0 中的

#
/=

#=
5678（!!’）*&,8（!!’）7+5（!! ’! #!! ’）> ’

- 7+5（!! ’!）#
/=

#=
5678（!!’）*&,8（!!’）7+5（!! ’）> ’

/ 5(,（!! ’!）#
/=

#=
5678（!!’）*&,8（!!’）5(,（!! ’）> ’，

类似地，第一项的被积函数为奇函数，积分区间关于

原点对称，因而第一项为零 $第二项的积分可由留数
方法算出，

#
/=

#=
5678（!!’）*&,8（!!’）5(,（!! ’）>’ -!!!

! 5678 !!!

.!( )! ，
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故

!! " # "!!$
%!# &’(（!$ $$）&)*+

!!$

%!( )% ,

对于 &$%
，利用传递函数

’（!）""
-.

#.
# (% %!( )#

&)*+（!%$）/0(+（!%$）

1 )23｛# ’!$｝4 $

" # (% %!#"
-.

#.
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1 *5&（!$）4 $ - ’(% %!#"
-.

#.
&)*+（!%$）

1 /0(+（!%$）&’(（!$）4 $ ,
这里第一项的积分函数为奇函数，积分区间关于原

点对称，其值为零 , 第二项的积分可由留数方法算
出 , 所以

’（!）" ’!(!
%!# &)*+ !!

%!( )% ,

&$%
为一个平稳随机过程，均值为零，方差为

"%
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-.
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$
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式中的积分可由数值方法得到任意精度的积分值 ,
所以，在均方意义下系统出现混沌的解析条件为

〈!$〉
% -〈!!〉

% ""%
&，

即

!(%"%

#"
-.

#.
!% &)*+% !!

%!( )%
1

$
!（! #!$）

% -"! - $
!（! -!%）

% -"[ ]! 4!

" !*%%

7!%#
- "!!$

%!# &’(（!$ $$）&)*+
!!$

%!( )% ,

为简单起见，记

$ ""
-.

#.
!% &)*+% !!

%!( )%
1

$
!（! #!$）

% -"! - $
!（! -!%）

% -"[ ]! 4!，

可以得到系统出现混沌的阈值

"# " 7!(%"%$ # ! !*% %
!7 % #!!$ &)*+（!!$ 8%!%）

, （$9）

当 " : "# 时，由 ;<0=)>?’@A+5BB 定理可知，

C)=(’A5D函数 +（%）会出现简单零点，对于充分小的

&，系统的稳定流形与不稳定流形横截相交，系统可
能出现 ;<0=)马蹄意义下的混沌 ,当 " E "#时，+（%）
不会出现零点，系统不会发生稳定流形与不稳定流

形横截相交的情况，故不会出现混沌，系统将为周期

运动 ,

! F 数值模拟

为验证以上的理论结果，取 * " %FG9，% " HF79，
# " HF%%9，, " HF$%9，( " HFHHH$，!$ " HFG9，!% "
HF%，"" HFI，&" HF$，代入（$9）式可得 "# " $FJHK!F
分别取 " " $FH，" " $FI，由以上结果可知，系统应为
周期运动，相应的相图和 L5’(*0@M截面图如图 7 和
图 !所示，系统分别为周期 $和周期 %运动，即系统
发生了倍周期分岔现象 , 同样取 " " %F%，由以上的
理论结果知道，系统应为混沌状态，此时的相图和相

应的 L5’(*0@M截面图如图 9所示 ,

图 7 " " $,H时的相图和 L5’(*0@N截面图 （0）相图，（O）L5’(*0@N
截面图
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图 ! ! " #$%时的相图和 &’()*+,-截面图 （+）相图，（.）&’()*+,-截面图

图 / ! " 0$0时的相图和 &’()*+,-截面图 （+）相图，（.）&’()*+,-截面图

图 1 系统（2）的最大 34+56)’7指数

利用 8’9:［#1］计算最大 34+56)’7指数的方法，在
上述参数条件下，得到系统（2）的最大 34+56)’7 指
数，如图 1所示 $ 特别地，当 ! " #;<时，系统的最大
34+56)’7指数!" = <;#>1<0，系统为周期运动；当 !
" #;%时，系统的最大 34+56)’7指数!" = <;#0<>0，

系统也为周期运动；当 ! " 0;0 时，系统的最大
34+56)’7指数! " <;#<?>>，系统出现混沌现象 $ 这
与前面的相图和 &’()*+,-截面图的结果一致 $

/ ; 结 论

本文研究了一类非光滑周期扰动与有界噪声联

合作用下的受迫 @6::()A 系统的动力学行为 $通过
B’6,(C,级数展开的方法处理系统的非光滑周期扰动
项，得到与原系统等价的光滑动力系统，并通过两者

的时间历程图来说明它们的近似程度 $ 运用随机
DC9)(E’7方法，求出等价系统的随机 DC9)(E’7过程，
由 FG+9C马蹄理论得到系统出现混沌的解析条件 $
最后通过相图、&’()*+,-截面图以及最大34+56)’7指
数这些数值方法，验证了理论结果的正确性 $ 这说
明 B’6,(C,级数展开是处理这一类非光滑系统的有
效方法 $
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