
量子 !"#$%# 模型的量子计算鲁棒性

与耗散退相干

叶 宾!）" 须文波!） 顾斌杰#）

!）（江南大学信息工程学院，无锡 #!$!##）

#）（江南大学通信与控制工程学院，无锡 #!$!##）

（#%%& 年 $ 月 #’ 日收到；#%%& 年 ( 月 #$ 日收到修改稿）

运用量子轨迹和量子 )*+,- ./01* 仿真的方法，研究耗散退相干对周期驱动的量子 2/03-0（45/+,56 7897-:
2/03-0，;<2）模型量子计算的影响 =数值仿真结果表明，一定强度的耗散干扰将破坏 ;<2 特征状态的动态局域化

以及相空间的随机网结构 =以相位阻尼信道噪声模型为例分析了保真度的衰减规律以及可信计算时间尺度 =与静

态干扰相比，在干扰强度小于某一阈值时，耗散干扰下的可信计算时间尺度随量子比特的增加而快速下降；而在干

扰强度大于该阈值时，静态干扰下的可信计算时间尺度下降更快 =
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! G 引 言

自从物理学家 H-B+6/+ 提出量子计算和量子计

算机的概念，特别是 IF*0 大数质因子分解算法［!］和

J0*K-0 量子搜索算法［#］以来，人们对量子计算及其

应用研究表现出极大的兴趣，在这一领域的理论研

究和物理实现上都取得了显著的进步［>—L］= 但是量

子比特之间以及量子系统与外部环境之间的相互作

用等严重影响了量子计算的可控性和可操作性，制

约了量子计算技术的进一步发展［’—!!］=因此研究各

种噪声对量子计算的影响以及如何克服噪声带来的

负面效应具有重要的意义 =
对 J0*K-0 量子搜索算法等的仿真研究表明，量

子比特之间存在的静态干扰比随机噪声干扰更容易

破坏量子计算的稳定性［!#］= H0/F6 等［!>］使用随机矩

阵理论（0/+:*6 6/,08D ,F-*0B，M)N）系统分析了静态

干扰对周期驱动的量子帐篷映射（45/+,56 ,-+, 6/3）

的影响 = 文献［!$］详细研究了量子 2/03-0（45/+,56
7897-: 2/03-0，;<2）模型在规则运动和混沌运动时

的鲁棒性，并比较了随机噪声干扰和静态干扰时的

保真度衰减规律 =在分析噪声对这些模型量子计算

的影响时，通常假定量子系统与外部环境完全隔离，

从而保证了系统的酉演化性质 =然而在量子计算的

物理实现中，量子系统不可避免地存在与外部环境

的耦合，这种耦合作用将导致量子系统的部分信息

流入环境，使系统产生耗散退相干，最终导致不可信

的计算结果 =
开放量子系统的耗散退相干通常会使系统从初

始的纯态演化为混合态（在某些情况下，也可能从混

合态转变为纯态），因此需要使用密度矩阵描述系统

状态的演化 =在开放量子系统具有 )/07*K 性质的情

况下，表征密度矩阵这种非酉演化的动力学方程是

O8+:C1/: 形式的主方程［!(］=对于一个有 !4 个量子比

特的量子系统，其 281C-0, 空间维数为 " P #!4 = 当

!4 Q !%时，直接求解 " 维量子状态的主方程将会非

常困难 =我们使用在量子光学等领域经常使用的量

子 )*+,- ./01* 方法［!?—!L］数值求解主方程，它使用量

子轨迹方法对系统多次随机演化后的状态求均值计

算可观测量的数值结果，因此能够有效地分析多量

子比特组成的耗散系统 = ./01* 等［!’，#%］使用量子轨迹

的方法研究耗散量子干扰下量子隐形传态和量子面

包师变换（45/+,56 C/07-0’R 6/3）仿真算法的稳定

性 = SF80*K 等［#!］分析了 J0*K-0 量子搜索算法的耗散
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和退 相 干，并 总 结 出 其 保 真 度 衰 减 的 规 律 ! "##
等［$$］研究了量子锯齿映射（%&’()&* +’,)--). *’/）的

量子仿真算法在幅值阻尼信道噪声模型下的耗散和

退相干 !为了研究耗散干扰对 012 模型量子计算的

影响，本文运用量子轨迹方法详细分析了相位阻尼

信道下保真度衰减以及模型相空间结构的变化，进

一步使用 3-( 4#&*’(( 熵等分析了耗散干扰改变系

统纯态的程度 !并且讨论了耗散干扰对 012 模型一

些独特的量子特性（例如 012 的反常扩散现象和特

殊的随机网结构等）的影响，最后比较了静态干扰和

耗散干扰对 012 量子计算可信计算时间尺度的不

同程度影响 !

$ 5 012 量子计算的耗散干扰与量子

轨迹

在与外部环境完全隔离的理想情况下，012 模

型的波函数 !〉的酉演化方程为

!!67〉8 "# !!〉

8 #9:$;-+（"%< ）="#9:&;-+（ "#）="
!!〉， （7）

式中 "# 为单周期演化算符（>?-%&#) 算子），%< 和 "#分

别为动量和位置算符，%< 8 9 :!=!#!在经典极限下，

012 模型对应的离散映射方程是

%!67 8 %! 6 &+:(（#!），

#!67 8#! 9 $+:(（%!67）!
（$）

根据参数 & 和 $ 的变化，012 模型表现出复杂的动

力学行为：当 & 8 $!@ 时，系统在经典极限下是可

积的；随着 &，$ 的增大，相空间中出现混沌，1AB
环面被不断破坏，规则运动和混沌运动同时存在；当

& 8 $ C @5DE 时，出现大范围混沌运动 ! 012 模型具

有一些特殊的量子特性，例如它具有分形性质的能

谱［$E］、反 常 扩 散 现 象［$F］以 及 特 殊 的“随 机 网”结

构［$G］等 !
封闭 012 模型的量子仿真算法可以概述为［7F］

7）选择 %< 的本征态 %〉与量子寄存器基态一一

对应 !
$）使用量子傅里叶变换（0>H）把波函数 !〉从

% 表象转化为#表象表示 !
E）在#表象下，"’# 8 #9 :&;-+（ "#）="为对角阵 !使用短

时间片分解算法近似计算 "’# 中的余弦函数，近似

计算的精度由时间片的个数 ! + 控制 !
F）使用 0>H 逆变换把 !〉转化为最初的 % 表

象，此时 "’% 8 #9 :$;-+（"%< ）="为对角阵 ! 近似计算 "’% 的

方法和第 E）步相同 !
G）用单比特和双比特量子门组成的量子线路实

现这些对角阵和 0>H!
实现该量子仿真算法只需要附加一位量子比

特，对系统进行一次迭代至多需要 !I 8 !$
% 6（F!% 6

7J）! + 6 D!% 个基本量子门 ! 同经典仿真算法相比，

012的量子仿真算法在多数情况下可以获得平方

加速，而且仅需要几个量子比特就可以有效地计算

模型的特征量 !
由于量子系统不可避免的要与周围的环境产生

交互作用，因此使用开放的 012 模型更加接近量子

计算的物理实现 !开放量子系统的部分信息将会流

入外部环境，例如一个光子通过波导传播发生的随

机散射或者原子自发地发射一个光子等，从而导致

量子系统的耗散和退相干 ! 此时波函数 !〉不再保

持其酉演化性质，所以把 012 与环境的这种交互作

用看作模型的耗散干扰 ! 考虑到环境的自由度非常

大，信息只是单向的流入环境而没有反馈，在 B’KL-3
近 似 的 情 况 下，开 放 量 子 系 统 的 状 态 演 化 由

":(MN?’M 形式的主方程描述：
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式中$是系统的密度矩阵，(+ 为系统的哈密顿量，

［，］和｛，｝分别表示对易式和反对易式，$%（% 8 7，⋯，

!%）为 ":(MN?’M 算符 !令

(#OO 8 (+ 9 :（"=$）"%
$ 6
%$%，

则主方程（E）可以简化为
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此时主方程右边第一项可以看作密度矩阵$在哈

密顿量(#OO作用下的演化，而第二项的作用是发生状

态的量子跃迁（%&’()&* P&*/）!对初始状态为$（ )@）

8 !（ )@）〉〈!（ )@）的纯态，经过 M ) 时间，演化为混

合态：

$（ )@ 6 M )）8（7 9"
%

M%%）!@〉〈!@

6"
%

M%% !%〉〈!% ，

式中

!@〉8
（7 9 :(#OO M ) ="）!（ )@）〉

7 9"%
M%# *
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为系统在哈密顿量 !!"" 作用下的演化状态，系统处

于该状态的概率为 # $!
!

%"! &同时，系统有 %"! 的

概率处于某一跃迁状态"!〉，

"!〉’
#! "（ $(）〉

"#! "（ $(）〉"
&

为了研究 )*+ 模型量子计算中的耗散和退相干，耗

散干扰作用于构成理想 )*+ 量子仿真算法任意一

对相邻的量子门之间 &密度矩阵在经过理想 )*+ 仿

真算法中任一基本量子门进行酉演化后，按照主方

程（,）继续进行非酉演化，并且有 ! - ’ (，./0%123% 算

符的形式取决于具体的耗散干扰噪声模型［#4］&
当 %5 较大时，由于 +/21!67 空间维数 & 的指数

增长，对于复杂的非线性系统通常无法得到主方程

（,）的解析解，即使进行直接的数值求解都非常困

难 &使用量子 8907! :3629 的方法研究开放量子系统

则比较方便［#;，#4］& 其方法是根据上述主方程对状

态 "（ $(）〉的演化规律，首先在［(，#］内生成一均匀

分布的随机数#，当#<!
!
%"! 时系统经过自由演化

的终 态 为 "( 〉，而 当 (### %"# 时 状 态 跃 迁 为

"#〉，%"### = %"# > %"? 时跃迁为 "? 〉，依次类

推 &仿真中 & 维系统状态 "〉的一次演化称为一个

量子轨迹，因为无需计算 & @ & 维密度矩阵$的演

化，所以它可以有效的对多量子比特系统进行数值

仿真 &在得到 ’ 个量子轨迹后，密度矩阵可近似为

$（ $( > % $）

$
#
’!’ "（ $( > % $）〉〈"（ $( > % $） &

仿真实验表明选取 ’ ’ #A( 时已经能够很好的近似

主方 程 的 解 & 对 某 一 算 符 ( 的 期 望 值 可 近 似 为

〈(〉’ B6（($）$〈(〉’，其中〈·〉’ 表示 ’ 个量子轨

迹的系综平均 &

, C 开放 )*+ 量子计算的鲁棒性

耗散量子噪声造成量子信息的丢失，使量子计

算产生不可信的计算结果 & 幅值阻尼信道和相位阻

尼信道是模拟耗散干扰的两种重要的噪声模型 &幅
值阻尼描述开放量子系统能量的耗散；相位阻尼信

道描述系统无能量损失下的信息的丢失，是一种纯

粹的量子力学性质的噪声 &在单量子比特的情况下，

相位阻尼信道使初始密度矩阵$演化为

$%
$(( （# $ "）$(#

（# $ "）$#( $
( )

##

，

式中 " 为噪声信道使量子比特状态发生改变的概

率，$((，$(#，$#(，$## 为密度矩阵$相应位置的元素 &
从上式可以看出，在相位阻尼作用下$的对角线上

元素保持不变，而非对角元将随时间逐渐衰减为 ( &
在耗散的多比特量子计算中，我们假设在 % $ 时间内

噪声信道改变一个量子比特状态的概率 " ’%% $ D&，

其中%为耗散干扰强度，并且假设所有量子比特状

态变化的概率相同 &下面以相位阻尼噪声模型为例，

分析耗散干扰引起的各种退相干效应以及耗散干扰

对量子混沌仿真算法稳定性的影响等 &

!"#" 退相干效应

动态局域化是表征量子混沌运动的现象之一，

它是由于量子相干作用抑制了动量的混沌扩散，导

致波函数的指数局域化 & 根据 ) 和 # 的不同，)*+
模型在（)，#）二维平面上具有很复杂的局域化现

象［?A］&例如当 ) ’ #，# ’ A 时，演化算符在动量空间

的所有特征状态都表现出局域化；当 ) ’ E，# ’ A
时，出现局域化与非局域化状态并存的 )*+ 特有现

象 &一个方便地表示模型在某一时刻局域化程度的

特征量是局域化因子 FGH（/0I!6-! J367/K/J37/90 637/9），

它给出了系统状态幅值在特征状态上分布的个数 &
使用量子 8907! :3629 的方法，近似计算 FGH 为

’ ’ #D!
"

L"（"）L E

$#D!
"

〈"（"） ?〉’
? &

图 # 示出部分局域化的 )*+ 模型的 FGH 随耗散干

扰强度和演化次数的变化 &当耗散干扰强度%很小

时，局域化程度与理想 )*+ 模型基本相同———初始

的波包首先做量子扩散，随后量子扩散运动停止并

趋于饱和，处于局域化与非局域化并存的状态 &当%
增大时，非局域化的特征状态越来越多，波包在相空

间扩散的范围增大，局域化现象逐渐被破坏 & 当%
足够 大 时，FGH 达 到 最 大 的 饱 和 值（该 值 与 模 型

+/21!67 空间的维数相等），此时所有特征状态的局域

化现象消失 &正是因为动态局域化是一种纯粹的量

子相干现象，所以它对耗散干扰引起的退相干才会

如此敏感 &
相位阻尼信道导致系统由初始的纯态向混合态

转变 的 程 度 可 以 用 I90 M!NO300 熵 定 量 的 表

示［?;，?P］&密度矩阵$的量子 I90 M!NO300 熵定义为

*（$）’ $ B6（$29Q$? ）

’ $!
+
(+ 29Q(+? ， （A）

#4;? 期 叶 宾等：量子 +36J!6 模型的量子计算鲁棒性与耗散退相干



图 ! 耗散 "#$ 的 %&’ 随演化次数 ! 的变化 " ( )，# ( *，$+ (

,，系统初态为 !（ !-）〉( % ( -〉；曲线 &，’，(，) 的干扰强度

"分别为 -，! . !- / 0，* . !- / 1和 ! . !- / *；曲线 & 和 ’ 因干扰强

度太小几乎重叠

图 2 耗散 "#$ 密度矩阵的 345 6789:55 熵随演化次数 ! 的变

化 曲线 &，’，(，) 的参数与图 ! 相同

式中#* 为密度矩阵$的特征值 ;当系统为纯态时，

345 6789:55 熵为 -，当且仅当系统处于完全混合态

+ <, 时，345 6789:55 熵取其最大值，-（ + <,）( =4>,2
( $+ ; 不 同 干 扰 强 度 下 "#$ 密 度 矩 阵 的 345

6789:55 熵随系统演化次数的增加见图 2 ; 在 "#$
处于理想演化状态时，345 6789:55 熵始终位于最小

值 -（见图 2 曲线 &，与横轴重合）;在中等干扰强度

时，随着系统演化次数的增加，345 6789:55 熵逐渐

增大，表明密度矩阵由纯态向混合态转变的程度在

不断加强（见图 2 曲线 ’）;但是当 345 6789:55 熵到

达某一最大值后，随着系统演化其值逐渐减小，并在

一稳定值附近波动（如图 2 曲线 ( 和 )）; 此稳定值

对应于相位阻尼噪声模型中密度矩阵的非对角元素

随时间而指数地衰减为零时的情形 ;从图 2 还可以

看出，干扰强度越大，345 6789:55 熵到达稳定值所

需的演化次数越少 ;

!"#" 耗散干扰与量子混沌

当经典 $:?@7? 模型（2）为近可积时，在相空间分

界线附近出现大片的可积区域被混沌轨道包围的随

机网结构（见图 A（:））; 使用量子 B45C7 D:?=4 方法，

本文 计 算 了 相 位 阻 尼 噪 声 干 扰 下 "#$ 模 型 的

$8EF9F 分布函数 ; $8EF9F 函数通过定义“量子相空间

分布函数”，可以方便的看出波函数在相空间的变

化 ;量子态 !〉的 $8EF9F 函数被定义为［20］

.（%-，%-）( 〈!（%-，%-）!〉 2，

式中

!（%-，%-） ( /!
%
7/（ %/ %-）

2 <)02 / F%- % %〉

为高斯相干态，它对应经典相空间中一个中心点位

于（%-，%-），% 表象下宽度为 0 的高斯波包，/ 为归

一化常数 ;图 A 示出一个高斯波包在不同耗散干扰

强度下，其 "#$ 随机网结构的扩散情况 ; 该高斯波

包对应相空间中心点附近的一个初始状态，每个相

空间由 0 . 0 个相格（G7==）组成，每个相格的尺寸为

-"%"2!，/!" % H!，波包宽度 0 ( &# <2（有效普

朗克常数&( 2!（0 . 0）<,）;从图 A 可以看出，当耗

散干扰强度"较小时，随机网结构很好地保持了无

干扰时的形状；随着干扰强度"增强，随机网结构

被破坏，相空间的对称性消失 ;由此可见，耗散干扰

易于破坏量子计算的稳定性，产生不可信的计算

结果 ;
为了研究耗散干扰对量子计算稳定性的影响，

本文定量分析了 "#$ 状态保真度随系统演化次数

的衰减规律 ;对初态为 !（ !-）〉的量子系统，保真度

定义为

1（ !）( 〈!"（ !）!（ !）〉 2，

式中 !（ !）〉和 !"（ !）〉分别表示 !（ !-）〉在理想演

化算符 2（ !）和扰动演化算符 2"（ !）下经过 ! 次迭

代后的状态 ;使用耗散仿真算法，根据 3 个量子轨

迹得到保真度的近似值为

1（ !）$
!
3!3 〈!（ !）!

3
"（ !）〉 2 ;

因为在耗散量子计算中，每个量子比特经过一个量

子门 变 换 后 维 持 其 原 状 态 不 变 的 概 率 下 降 为

7I@（ /"）倍，所以 $+ 个量子比特经过一个量子门操

作后保真度下降为 7I@（ / 4$+"）倍（式中 4 为一常

数）;经过 $> 个基本量子门的量子计算后，得到系统

状态 的 保 真 度 衰 减 规 律 为 1（ !）$ 7I@（ /#!）(
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图 ! 经典 "#$%&$ 模型相空间和开放 ’(" 模型 ")*+,+ 分布的随

机网结构 在经典 "#$%&$ 模型（-）的（!，!）相空间中（#），" . #

. /01，约 /22 个初始相点各迭代 /222 次；’(" 演化终态 "〉的

")*+,+ 函数在（!，!）空间的分布分别对应耗散干扰强度# . 2

（3），# . / 4 /2 5 6（7）和 / 4 /2 5 8（9）；$: . //，" . # . 208，经过

/22 次耗散 ’(" 仿真算法迭代；")*+,+ 分布图中灰度表示相点

的概率幅值，黑色表示相点的幅值最大，白色表示幅值最小（为

了使网状结构更清楚，增大了 ")*+,+ 分布的对比度）

&;%（ 5 %$: $<#&）=图 1 示出在规则或混沌运动时，保

真度随演化次数 & 变化的仿真结果 =从图 1 可以看

出，对于小的耗散干扰强度#，保真度能够长时间按

照近似的指数规律衰减；当#较大时，保真度在较

短的时间内为指数衰减，随后由于演化算符能谱的

不连续性引起保真度在一较小值附近波动 = 在耗散

量子面包师变换和量子锯齿映射等的量子计算中发

现保真度具有同样的指数衰减性质［-/，--］=因此可以

推断保真度随时间的指数衰减是耗散量子系统的一

种普适行为 =
比较图 1 相同干扰强度下规则运动和混沌运动

的保真度曲线还可以看出，系统的动力学特性对耗

散干扰下的保真度衰减几乎没有影响；这与静态干

扰下混沌系统的量子计算更加稳定的特性完全不

同［/1］=由于耗散干扰破坏了系统的酉演化性质，此

时保真度衰减不能像静态干扰那样使用干扰算符量

子相关函数的线性响应近似理论解释 = 考虑到主方

程中 >+?93@#9 算符与系统动力特性无关，而且相邻

两个基本量子门之间 ’ * . 2，系统的保真度和动力

学特性无关是合理的 =

图 1 保真度随耗散 ’(" 模型演化次数 & 的衰减曲线 系统初

态对应相空间中心点附近一高斯波包；纵轴 (（ &）取对数坐标

!"!" 耗散干扰和静态干扰

在 静 态 干 扰 下，’(" 模 型 的 保 真 度 为 高 斯

衰减：

(（ &）A &;%［5 $:（$$< &）-］，

其中$表示静态干扰强度 =如果固定可信计算时间

尺度 & B 对应的保真度阈值为 (（ & B）. 20C，则在静态

干扰强度$!$7D时

& B . ) E（$$< $/E-
: ），

当$F$7D时

& B . /E（/2$- $: $-
<），

式中 ) 为一常数，静态干扰阈值为［/!］

$7D . -5 $: E- E（$< $/E-
: ）=

根据耗散干扰时保真度的指数衰减规律 (（ &）"
&;%（ 5 %$: $<#&）得到可信计算时间尺度 & B 为

& B " /E（$: $<#）= （8）

因此当#.$!$7D时，耗散干扰下的 & B 随#的变化

与静态干扰时相同，但是耗散干扰下 & B 随 $: 的增

大而减小的比静态干扰时快，此时耗散干扰比静态

干扰具有较大的危害性 =当# .$F$7D时，耗散干扰

下的可信计算时间尺度 & B 随 $: 或#的增加而减小

的比静态干扰时慢，此时静态干扰更易于破坏量子

计算稳定性 =
’(" 量子仿真算法在静态干扰存在的情况下，

仍然能够长时间精确模拟系统的混沌运动，并且在

适度的干扰强度下表现出状态的可逆性［/1］=图 G 给

出 ’(" 模型相空间一个高斯波包在耗散干扰下经

过 !2 次正向迭代和 !2 次反演迭代后的 ")*+,+ 分

布 =可以看出，无论是规则运动还是混沌运动，在耗

散干扰下初始状态经过进一步反演后的 ")*+,+ 分
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图 ! 耗散 "#$ 在规则运动（%），（&），（’）（! ( " ( )*)+）和混沌

运动（,），（-），（.）（! ( " ( /）时的 $01232 函数在（!，#）空间（!!
［)，4!），#!［ 5!，!））的分布 （%），（,）显示系统初态对应相空

间的中心点，（&），（-）为经过 /) 次 "#$ 迭代的 $01232 分布，（’），

（.）为对（&），（-）状态进行 /) 次反演迭代；$% ( 6，"( +*! 7 +) 5 8

布不仅没有返回到初始状态，反而比反演迭代前具

有更强的遍历性 9因此耗散干扰下不存在状态的可

逆性，其原因在于耗散干扰破坏了量子 "#$ 的酉演

化性质，扰动态与未扰态之间的距离无法保持造

成的 9

: * 结 论

量子系统与外部环境的相互作用导致系统的耗

散和退相干 9使用量子 ;<=>’ ?%@A< 方法对开放 "#$

模型在相位阻尼噪声模型下的研究表明，退相干作

用将破坏 "#$ 的动态局域化现象和相空间中的随

机网结构 9和静态干扰相比，在干扰强度较小时耗散

干扰更容易影响量子计算的稳定性 9由于耗散干扰

是一种非酉性质的干扰量，它导致量子计算在适度

干扰强度下的可逆性丢失，并且无法长时间稳定地

模拟量子混沌系统 9从耗散干扰的退相干效应和耗

散干扰下量子计算保真度衰减规律以及可信计算时

间尺度的分析可以看出，耗散干扰对量子计算有较

强的负面影响，因此在设计高可靠性的大规模量子

计算时必须对耗散干扰加以充分考虑 9
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