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基于连续时间无规行走（*+,-）理论，数值研究了布朗粒子的欠扩散、正常扩散和超扩散三种扩散行为 .解决

了 *+,- 模型的跳跃步长和等待时间分布函数的可实现化问题，对 /012343567 抽样方法进行了改进以适用于周期

势 .探讨了布朗马达依靠闪烁棘轮和摇摆棘轮整流反常扩散所获得的定向速度，结果显示，闪烁布朗马达定向流极

大值出现在超扩散条件下；摇摆布朗马达定向流最大值出现在弹道扩散条件下 .
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" E 引 言

人们对布朗运动的认识可以追溯到 "%$& 年

FBG0BH=C7I 观测到木炭粉末在酒表面的运动，"$’$ 年

J23KB 发现花粉颗粒在水面作不间断的无规则运

动 . "L#& 年，:6B7106B 在一篇开创性的文章［"］中，建立

了布朗运动的扩散理论 . :6B7106B 指出，布朗运动的

问题可以看成 ! 个相同粒子在相同条件下组成的

“系综”随时间的扩散，并得出自由粒子的方均位移

与扩散时间满足

〈（"（ #）M "#）’〉N ’$#，
其中 $ 为扩散系数 . ’# 世纪 )# 年代以后，任意势场

中的布朗运动的动力学研究开始兴起［’，(］，两种等价

的理论也随之诞生：一种是对单个粒子在噪声和外

场驱动的轨道建立随机微分方程，即 O=BG0P6B 方程；

另一种是从 /=2Q3P 过程满足的主方程出发，建立粒

子概率密度分布函数随时间演化的二阶偏微分方

程，即 83QQ02;R5=BDQ 方程［)］.
近年来，随着实验技术的不断提高，人们在湍

流、渗透中的核磁共振、多孔介质的渗透、有缺陷的

非晶格半导体中的带电粒子、固体表面、细胞中单元

结构的形成、生长表面等环境中，观察到偏离布朗运

动特性的扩散行为：自由粒子方均位移在长时间后

正比于时间的分数次幂［&，9］，即

〈（"（ #）M "#）’〉" #!，

其中 # S!S " 为欠扩散，!N " 为正常扩散，" S!S ’
为超扩散，!N ’ 为弹道扩散［%］.从数学上看，反常扩

散来源于时间和空间上的非局域性，描述这一运动

的主要手段有［$］含 B3B;TH<6D 谱的广义 O=BG0P6B 方

程，连续时间无规行走（*+,-），分数 83QQ02;R5=BDQ
方程，OUPV 飞行，+7=5567 统计等 . 现在对这些问题的

研究才刚刚起步，急需发展一些方法来研究反常扩

散系统在有势情况下的输运过程 .常用的方法有数

值求解广义 O=BG0P6B 方程［L］和分数 83QQ02;R5=BDQ 方

程 .与两者相比，*+,- 模型的优点在于它的物理图

像清楚，不涉及系统的动力学行为，不必求解动力学

微分方程，便于数值模拟，只与系统的统计行为（即

跳跃步长与跳跃等待时间的分布）有关，因此特别适

用于复杂势下多维系统的反常扩散问题，例如生长

表面、细胞环境和蛋白质输运等 .
随机行走的理论是 :6B7106B 在 "L#& 年关于流体

中分子热运动的一篇论文［"#］中建立的，他用随机行

走方法对处于平衡态的布朗粒子的方均位移进行了

理论推导；同年，R0=273B 在 !%#&’( 上正式提出了随

机行走的概念［""］. :6B7106B;R0=273B 理论要求粒子运

动空间均匀和各向同性 . "L9& 年，/3B12355 和 -0677
建立了连续时间无规行走理论［"’］，将布朗运动过程

分解成随机的空间跳跃和两次跳跃之间的随机等待

时间两个部分，两者由各自的概率密度分布函数决

定 .例如有缺陷的非晶格半导体中的带电粒子的扩

散行为可以用一个长尾等待时间分布的 *+,- 模型
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来描述 !有作者结合分数 "#$$%&’()*+,$ 方程，扩展了

-./0 模型，使其可以运用于有势条件下粒子在周

期性晶格中的扩散问题，然而遗憾的是，这样的模型

只能用于研究欠扩散情形［12］!
本文对 -./0 模型中的跳跃步长和等待时间分

布函数的可产生子样进行了探讨，改进了 3%4&#5#)67
抽样技术，应用于不对称周期势中布朗马达的定向

运动 !

8 9 -./0 模型及其数值实现

!"#" $%&’ 的基本思想

-./0模型［:，;，<，1=］能够给出反常扩散系统的稳

定态分布，其有两个基本要素：跳跃步长分布的二次

矩和两次跳跃之间等待时间分布的一次矩，分别由

跳跃步长分布函数!（!）和等待时间分布函数"（#）

来确定 ! 其物理意义分别是：!（!）>! 表示在间隔

（!，! ? >!）跳跃步长的概率；"（#）>#表示在间隔

（#，# ? >#）一次等待时间的概率 ! -./0 理论是以

平均等待时间#— @!
A

B"
（#）#>#和跳跃步长的方均

"
8
@!

?A

CA
!（!）!8 >! 是否有限，来对扩散行为进行

分类的 !对于正常扩散，两者都是确定的；对于反常

扩散，两者之一是发散的 !前者发散而后者有限为欠

（慢）扩散；反之为超（快）扩散 !

!"!" 数值模拟连续时间无规行走

898919 欠扩散（B D$D 1）

在 B D$ D 1 的条件下，经过足够长的时间之

后，系统的行为由等待时间分布函数"（#）的渐进

行为决定 !这里我们选择的等待时间分布密度函数

为 3644*E’F%GG)%& 时间分布密度［1:］：

"（#）@ C >
>#

"$（C（ ##）$）， （1）

其中 "$（ C（ ##）$）称为 3644*E’F%GG)%& 函数，有

"$（C（ ##）$）@ "
A

$ @ B

［C（ ##）$］$

%（$$ ? 1）
， （8）

无势条件下 # 为常数 !
在数值计算过程中，从 3644*E’F%GG)%& 时间分布

密度函数中抽取等待时间#序列是非常麻烦的，在

$D B9H 的条件下，可以用 (*&%4# 分布密度函数来近

似，其定义为［1;］

"（#）@ C >
>#

%$（ ##）， （2）

其中

%$（ ##）@ 1
［1 ?%（1 C$）1I$##］$

! （=）

同时，选择如下 J*K77 分布密度函数

!（!）@（=!&8）C1I8 %L5（C !8 I=&8）!
作为跳跃步长 ! 的分布函数 !
8 98989 正常扩散（$@ 1）

如果粒子的跳跃步长分布的二次距和等待时间

分布的一次距均是有限的，例如，考虑 (#677#+ 分布

"（#）@#— C 1 %L5（ C#I#—）为粒子下一次跳跃前的等待

时 间 分 布；J*K77 分 布 !（ ! ） @ （ =!&8 ）C 1I8

%L5（ C !8 I=&8）为粒子每次向前或者向后的跳跃步

长分布，则可以得到自由粒子在长时间后的方均位

移〈!8（ &）〉@ 8’&，这就是著名的 M6+74%6+ 公式 ! 事实

上，在早期 M6+74%6+ 的一维无规行走理论中，并没有

考虑两次跳跃间的等待时间分布，而这里引入了一

个有限平均等待时间分布 ! 在布朗运动的 F*+E%N6+
理论中，只要粒子阻尼核函数的 F*5)*,% 变换在低频

情况下与频率无关，则粒子在无势情况下显示正常

扩散，显然这是一个理想化的模型 !这里就不再对运

动图像作赘述 !
8 98929 超扩散（1 D$D 8）

在 -./0 模型中，超扩散要求平均等待时间#—

是确定的，而跳跃步长的方均"8 发散 !我们可以选

择 FONP 分布［1Q］作为跳跃步长的分布函数，其分布的

渐进形式为

!（!）# R ! R C1C’，（’ @ 8I$），

在这种情况下，自由粒子的方均位移〈 !8（ &）〉发散 !
这里，我们对 FONP 分布实施有限宽度的修正［<，1<］，即

〈!8（ &）〉( S!
(8 &

1I’

(8 &
1I’

>!!8 )（!，&）# &$， （:）

式中 )（!，&）为粒子分布密度 !（:）式实质上是一个

边界为（(1 &1I’，(8 &1I’）的随时间增长的“盒子”!在做

系综平均求〈!8（ &）〉的时候，只有处于这个“盒子”中

的粒子才参与平均，舍弃了落在“盒子”以外的粒子 !
(1 和 (8 的取值应该满足：对于任意$$（1，8），确

保参 与 平 均 的 粒 子 坐 标 ! 满 足 分 布 )（ !，&）S
’&

R ! R 1 ?’ !

我们 仍 选 择 (#677#+ 分 布 "（#）@#— C 1 %L5
（ C#I#—）作为自由粒子两次跳跃之间等待时间#的

分布函数 !
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从图 ! 和 " 可以看出，数值模拟的结果与理论

值符合得很好 #这表明本文对等待时间!和跳跃步

长 ! 随机序列的抽样方法是合理可行的，这种方法

可以用来将 $%&’ 应用于存在非线性势场的情况 #

图 ! （(）欠扩散条件下自由粒子方均位移〈 !"（ "）〉随时间演化曲线；（)）反常指数"* +,- 和"* +,. 时自由粒子 /01〈 !"（ "）〉2 /01 " 图，图中

直线拟合斜率分别为 +,-!"34 5 +,+++67 和 +,687.. 5 +,+++34

图 " （(）超扩散条件下修正后的自由粒子方均位移〈!"（ "）〉# 随时间演化曲线；（)）反常指数"* !,- 和"* !,. 时自由粒子 /01〈!"（ "）〉#2 /01" 图，图

中直线拟合斜率分别为 !,43.46 5 +,++!+" 和 !,.++3. 5 +,++!!!

4 , $%&’ 在布朗马达中的应用

在一维不对称周期势（棘轮势）中的布朗粒子同

时在噪声和外部非平衡涨落的作用下将产生定向输

运，形成定向流［!3］# 根据外部非平衡涨落的不同方

式，主要分两类棘轮模型：闪烁棘轮和摇摆棘轮，本

文分别研究两者整流反常扩散形成定向流 #
用 $%&’ 模型模拟粒子在不对称周期势下的扩

散过程，由于势的存在，粒子的跳跃有两种情况：一

是从势能较高的位置跳跃到势能较低的位置，从能

量变化的角度看这样的跳跃总是可以实现的；二是

从势能较低的位置跳跃到势能较高的位置，这样的

跳跃则是以一定概率来实现的 #本文采用 9:;<0=0/>?
抽样方法，来判断能否实现从势能较低的位置到势

能较高的位置的跳跃 #
如图 4 所示，图中粒子从 !$ 跳跃到 !@$ A ! * !$ A

图 4 直接 9:;<0=0/>? 抽样无法准确判断粒子能否实现某次翻越

势垒的跳跃示意图

!!，运 用 9:;<0=0/>? 抽 样 方 法 来 判 断，则 势 能 差

!%!+，本次跳跃总是可以实现的，其实不然 # 粒子

从 !$ 跳跃到 !@$ A !的过程中翻越了势垒，所以粒子的

此次跳跃实际包含两个阶段：从 !$ 到势垒位置 !+，

!% B +，以一定概率实现；从势垒位置 !+ 到 !@$ A !，

!%!+，总是可以实现 # 根据以上的分析，我们对运

用 9:;<0=0/>? 抽样来判断粒子能否实现某次跳跃的

方法做了改进，使之更加贴近真实的物理情形：在计

算!% 之前，首先判断粒子是否翻越势垒，如果粒子

翻越了势垒，则
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!! ! !!（""，"# ）! !" # !（"# ）；

如果粒子没有翻越势垒，则

!! ! !!（"$#%&，"# ）! !（"$#%&）# !（"# ），

之后运用一般的 ’()*+,+-./ 抽样判定方案 0

!"#" 闪烁棘轮整流反常扩散

假设布朗粒子在闪烁棘轮势场 !（ "，$）! %（ $）
! /（"）中作随机运动，其中 %（ $）周期地取 & 和 " 两

个值，分别表示势场存在或脱离，即

%（ $）! &，&! 1 $ 1 &! %!+2；

%（ $）! "，&! %!+2 1 $ 1（& % &）!0

! !!+2 %!+33，

棘轮势选作

!/（"）!

!"

’("， &(! "! &( % ’(，

!"

（& # ’）(（( # "）， &( % ’(! "!（& % &）({
，

（4）

这里 !" 为势垒高度，( 为棘轮势空间周期，’ 为棘

轮势的不对称度 0

图 5 闪烁棘轮引发粒子定向运动示意图

闪烁棘轮势模型如图 5 所示，当棘轮势存在时，

粒子被束缚在某个势阱的底部（例如 " ! " 处），棘

轮势撤掉后，布朗粒子开始自由扩散 0经过势脱离时

间!+33后，棘轮势重新建立，若粒子在 (（ # # & % ’）至

(（ # % ’）区间内，将被束缚在位于 #( 处的势阱内 0
由于势阱的不对称性，对合适的!+33，一个起初在 #(
处的势阱内的粒子，其出现在（ # % &）( 处势阱内的

概率大于出现在（ # # &）( 处势阱内的概率，出现向

右的定向运动 0如果棘轮势存在的时间!+2 足够长，

那么棘轮势恢复后，大部分粒子能够回到各自所在

势阱的底部，棘轮势撤掉后，布朗粒子重新开始自由

扩散 0如此循环往复，就能产生向右的定向流 0

图 6 显示了势脱离时间!+33 ! &"7" 时定向流 )
随反常指数"的变化规律，结果发现 ) 不是"的单

调函数 0开始时随着"的增大，平均等待时间缩短，

长程跳跃的概率增大，粒子扩散的速度增大，每个循

环（!+2 %!+33）中粒子跨过的平均势垒数增加，定向流

增大 0后来随着"的增大，粒子扩散变得更快，此时

的!+33 ! &"7" 值对"较大的系统而言已经足够长，

使得布朗粒子充分扩散，通过前和后势垒的概率趋

于相等，即棘轮势的不对称选择功能变弱，净流反而

减小 0同时还发现，当" 1 & 时，定向流随"值得降

低而迅速减小，直至趋近于 " 0这是因为对欠扩散而

言，粒子不能在!+33这段时间内扩散到达其左右两侧

的位垒处，势场就重新恢复，则粒子被约束在各个势

阱底部，因此定向流很小 0

图 4 不同"对应的定向流 ) 随势脱离时间!+33 的变化规律

( ! 87"，!" ! 87"，*9 + ! "7"6

图 6 闪烁布朗马达定向流 ) 随反常指数"的变化规律 ( !

87"，!" ! 87"，*9 + ! "7"6

在图 4 中，计算了"! "7:，&7;，&76，&7: 时，)
随势脱离时间!+33 的变化规律，结果显示 ) 是!+33 的
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非单调函数 !当!"## 很小时，粒子几乎无法扩散离开

所在的势阱底部，就在重新建立的势场作用下，回到

原来位置，因此定向流很小；当!"##较长时，布朗粒子

通过前和后势垒的概率几乎相等，定向净流也很小，

所以存在最佳的!"##使 ! 出现极值 !而且，我们还发现

不同的"，! 极值对应的!"## 也不同，"越小，对应的

!"##的越大 !这也比较容易理解，"越小，粒子扩散越

慢，其需要更长的扩散时间来离开所在的势阱位置 !

!"#" 摇摆棘轮整流反常扩散

假 设 布 朗 粒 子 在 摇 摆 棘 轮 势 场 "（ #，$）$
" %（#）&#（ $）#中作随机运动，其中棘轮势 " %（ #）仍

为方程（’）的形式，#（ $）为一个时间平均为零的周期

方波驱动力，即

#（ $）$
%， &!#! $ ! & &( )(

) !#，

* %， & &( )(
) !#! $ !（& & (）!#

{ 



!

（+）

图 + 摇摆棘轮示意图

现在简单分析摇摆棘轮整流反常扩散的机理 !
如图 + 所示，当棘轮势向左倾斜（图 + 中第 ) 部分所

示），使得原来 ’ 处势阱的势高于原来 (’ 处势垒的

势，势向左单调递减，此时粒子可以毫无阻碍地沿 #
轴负向运动 !当棘轮势向右倾斜（图 + 中第 , 部分所

示），此时存在一系列的势阱（图 + 中以箭头表示）可

以阻碍粒子沿 # 轴正向运动 !一个外加的时间上均

值为零的方波形驱动力 % 可以使棘轮在 - %# 之间

摇摆，由于粒子负向运动的平均速度大于正向，从而

产生沿 # 轴负向的定向流 !超扩散将加强这种粒子

在两个方向迁移的非对称性 !
图 . 显示了方波驱动力周期取!# $ ()/0 时定

向流 ! 随反常指数"的变化规律 !结果发现 ! 的绝

对值随着"的增大而增大，最大值出现在" $ )/0 !
为了解释这一现象，我们研究了绝热近似条件下，亦

即方波驱动力周期取!#"1，棘轮势摇摆非常缓慢

时，棘轮势向左倾斜时负向流 ! * 、棘轮势向右倾斜

时正向流 ! & 以及粒子平均流（ ! * & ! & ）2) 随"的

变化规律（如图 . 插图所示）!可见随着"的增大，粒

子正向流和负向流同时增大，但是负向流的绝对值

和增大快于正向流，因此粒子定向流沿 # 轴负向并

随"增大而增大 !同时还发现，当"3 ( 时，定向流迅

速减小，直至趋近于 0 ! 这是因为对欠扩散而言，扩

散速度实在太慢，以至于粒子在棘轮势向左倾斜的

半个周期中，不能向左翻越至少一个势垒，就在接下

来的棘轮势向右倾斜的半个周期中，被束缚在各个

势阱的位置，如此循环往复，从而不能形成定向流 !

图 . 摇摆布朗马达定向流 ! 随反常指数"的变化规律 ’ $

4/0，"0 $ )/0，)5 * $ 0/)

在图 6 中，计算了"$ (/)，(/7，(/. 时，! 随方

波驱动力周期!# 的变化规律，结果显示 ! 的大小随

!# 的增大而增大，最后趋近于各自的绝热近似极限 !
可以这样来理解这一现象，当!# 较小时，由于长程

跳跃粒子的扩散速度远大于短程跳跃粒子，此时只

有长程跳跃的粒子能在棘轮势向左倾斜的有限时间

内向左翻越较多的势垒，而短程跳跃的粒子翻越的

势垒数目远小于长程跳跃粒子，因此它们对流的贡

献有限，此时流较小；随着!# 的逐渐增大，每个周期

中棘轮势向左倾斜的时间也增长，使得越来越多的
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图 ! 不同!对应的定向流 ! 随方波驱动力周期"# 的变化规律

" " #$%，#% " &$%，$’ % " %$&

短程跳跃粒子有足够的时间向左跨越尽可能多的势

垒，流随之增大；最后当"# 很大，棘轮势的摆动非常

缓慢，接近于绝热近似条件，定向流亦趋近于各自的

绝热近似值 (

# $ 小 结

本文运用连续时间无规行走模型，研究了粒子

在长时间后的扩散行为，包括任意功率指数的欠扩

散和超扩散 (解决了数值实现连续时间无规行走的

两个关键问题：（)）用 *+,-./ 分布密度函数来近似

代替 01..+234-556-, 分布密度函数，以完成在欠扩散

情况下长等待时间分布的抽样；（&）对 4789 分布实

施有限宽度的修正，以实现超扩散情况下的跳跃步

长分布的抽样 (我们的蒙特卡罗模拟结果与理论解

符合得很好 (然后，对周期势场中的 0-.,/:/61; 抽样

方法的进行了改进；探讨了闪烁布朗马达和摇摆布

朗马达在存在反常扩散时的定向输运，获得了有意

义的结果：闪烁布朗马达稳定流的极大值出现在超

扩散情况下，摇摆布朗马达稳定流的最大值出现在

弹道扩散情况下 (
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