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基于离散系统的稳定性判据，利用反馈法将处于混沌态的二维 )*+,-.,/映射控制在低周期态 0同时设计控制方
案将该动力系统的第一次分岔准确控制在指定参数位置 0数值模拟结果验证了本方法的有效性 0
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" @ 引 言

)*+,-.,/映射是 A6;在“B6.>C?”上发表的一篇影
响甚广的综述中提出的［"］0后来 D?,+?9E6>5 发现
)*+,-.,/映射是通过倍周期分岔到达混沌的［%］0在此
基础上，人们研究了二维映射的分岔和混沌现象及

其在生态学等领域中的应用［1—"(］0二维映射起着从
一维到高维的衔接作用，对二维映射中混沌现象和

混沌控制的研究有助于认识和控制更复杂的高维动

力系统的性态 0针对离散系统的动力学控制主要包
括不稳定周期轨道的镇定［"#—"2］和延迟分岔［"2—%%］两

个方面 0本文利用反馈方法将处于混沌态的二维
)*+,-.,/映射控制在低周期态，并基于离散系统的稳
定性判据分析其分岔特性，设计相应的控制器使之

能够在指定参数位置发生第一次分岔 0

% @ 对二维 )*+,-.,/ 映射低周期轨道的
控制

根据 3>7?C方法，)*+,-.,/方程 !·F !（" G !）可由
如下差分方程经迭代求解：

!"H" F !" H #!"（" G !"）（# I $）， （"）
若令 $" H " F #!" J（" H #），% F " H #，则（"）式可改写
为 )*+,-.,/映射：

$"H" F %$"（" G $"）0 （%）
考虑具有一次耦合项的二维 )*+,-.,/映射

$"H" F %$"（" G $"）H（ % G "）&"，

&"H" F %&"（" G &"）H（ % G "）$"， （1）
若再令 &" H " F #’" J（" H #），可得到如下二维 )*+,-.,/
映射［"(］：

!"H" F !" H #（!" G !%
" H ’"），

’"H" F ’" H #（’" G ’%
" H !"）0

（&）

当 #"［$@&(，$@#2#］时，选取初始点（!$，’$）F（$@&，

$@(），得到分岔图如图 "所示 0由图 " 可知，在 # F
$@(附近，系统（&）发生了倍周期分岔；在 # F $@#附
近，系统（&）发生了 K*LM 分岔 0显然，当 $@# N ##
$@#2#时，系统（&）处于混沌状态 0

图 " #"［$@&(，$@#2#］时，系统（&）的分岔图

设受控二维 )*+,-.,/映射为
!"H" F !" H #（!" G !%

" H ’"）H $"，

’"H" F ’" H #（’" G ’%
" H !"）H $% 0

（(）

这里
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!! " "!!
#

$ " !
（%& # %$ $），

!% " "%!
#

$ " !
（’& # ’$ $）& （’）

其中，"!，"% 为反馈系数，# 为待镇定的轨道数，（ %$ $，

’$ $）表示 # 周期轨道中第 $ 个不稳定周期点 &依据轨
道的稳定性判据［!’，!(］，易得如下定理：

定理 ! 若系统（)）在单周期点处的 *+,-./矩阵
的特征根（!!，!%）均满足

0!( 0 1 ! （ ( " !，%）， （(）
则系统（)）在该单周期点处是稳定的 &对于 & 周期
轨道，存在 & 个周期点，若所对应的 & 个 *+,-./ 矩
阵的乘积的特征根!!，!% 满足（(）式，则系统（)）稳
定于该 & 周期轨道 &
下面我们将使用形如（’）式的控制器将处于混

沌状态的二维 2-3/45/,映射镇定到单周期点和二周
期轨道 &

"#!# 单周期点的镇定

取 ) " 67’8，系统（9）处于混沌状态 &易求出系
统（9）的不稳定单周期点有两个：（6，6）和（%，%）&由
图 !可见当 ) 1 67)时系统（9）稳定于（%，%），因此这
里只考虑将离散混沌系统（9）镇定于（6，6）这一种
情况 &
令 "! " "% " "，取 ) " 67’8，则受控系统（)）变为

如下形式：

%&:! " %& : 67’8（%& # %%
& : ’&）: "%&，

’&:! " ’& : 67’8（’& # ’%
& : %&）: "’& &

（8）

系统（8）在（6，6）处的 *+,-./矩阵为
*（ % " 6，’ " 6）

"
!7’8 # !7;’% : " 67’8

67’8 !7’8 # !7;’’ :( )" （ % " 6，’ " 6）

"
!7’8 : " 67’8

67’8 !7’8 :( )" ， （<）

易得该矩阵特征方程为

（!7’8 : " #!）% # 67’8% " 6，
解得

!! " !7’8 : 67’8 : " " %7;’ : "，

!% " !7’8 # 67’8 : " " ! : " &
依据定理 !，系统（8）稳定于（6，6）需满足如下不
等式：

0 % 7;’ : " 0 1 !，
0 ! : " 0 1 !，

（!6）

由（!6）式得
# % 1 " 1 # !7;’ & （!!）

由系统（8）的分岔图 %可见，满足式（!!）时，系
统（8）稳定于单周期点（6，6），同时可以看出在 " 取
一定范围的值时加入的控制项也会使系统（8）产生
新的稳定单周期点 &

图 % ) " 67’8，""［ # %7)，# 67%］时，系统（8）的分岔图

"#"# 二周期轨道的镇定

仍取 ) " 67’8使系统（9）处于混沌状态，计算得
不稳定的 % 周期不动点为（67)88%，%7;)%<）和
（%7;)%<，67)88%），下面考虑将离散混沌系统（9）镇
定于该 %周期轨道 &
令 "! " "% " "，取 ) " 67’8，则受控系统（)）变为

如下形式：

%&:! " %& : 67’8（%& # %%
& : ’&）

: "（%& # 67)88%）（%& # %7;)%<），

’&:! " ’& : 67’8（’& # ’%
& : %&）

: "（’& # %7;)%<）（’& # 67)88%）&

（!%）

计算出系统（!%）在点（67)88%，%7;)%<）处的 *+,-./矩
阵为

*（% "67)88%，’ "%7;)%<） "
!7’8 # !7;’% : "（%% # %7<9!!） 67’8

67’8 !7’8 # !7;’’ : "（%’ # %7<9!!( )）（% "67)88%，’ "%7;)%<）
& （!;）

整理得
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!（ " ! "#$%%&，# ! &#’$&(） !
"#%% ) *#+,-+$ "#,%

"#,% *#+,-+$ )( )*#$*((
. （*-）

同理可得系统（*&）在点（&#’$&(，"#$%%&）处的 /01234矩阵为

!（ " ! &#’$&(，# ! "#$%%&） !
*#+,-+$ ) *#$*(( "#,%

"#,% "#%% ) *#+,-+( )$ . （*$）

因此有

!（ " ! "#$%%&，# ! &#’$&(） 5 !（ " ! &#’$&(，# ! "#$%%&）

!
（"#%% ) *#+,-+$）（*#+,-+$ ) *#$*((）6 "#-,&- *#*(,% ) &#’((((&$

&#’((((&$ ) &#",+",- （"#%% ) *#+,-+$）（*#+,-+$ ) *#$*((）6( )"#-,&-
.

该矩阵特征方程为

（（"#%% ) *#+,-+$）（*#+,-+$ ) *#$*((）6 "#-,&- )!）&

)（*#*(,% ) &#’((((&$）（&#’((((&$ ) &#",+",-）! "，
（*,）

利用 708903 进行数值求解，易得到 :!* :，:!& :与 $
的关系如图 ’所示，依据定理 *及图 ’可得 "#&& ; $
; "#,’或 "#+- ; $ ; *#*- 满足要求 .系统（*&）的分
岔图 -与刚才得出的理论结果完全吻合 .从图 -中
还可以看出，加入的控制项在 $ 取一定范围的值时
会使系统（*&）产生新的稳定 &周期点 .

图 ’ 方程（*,）中 :!* :，:!& :与 $的关系

图 - % ! "#,%，$!［"#*，*#’］时，系统（*&）的分岔图

同理，对于二维 <2=4>841映射中高于 &的不稳定
低周期轨道，可用上述同样的方法进行镇定 .

’ # 对二维 <2=4>841映射分岔的控制

工程问题中往往需要改变动力系统的各种分岔

特性，使分岔提前或延后出现或设计合适的参数使

之在一定的参数范围内有固定的分岔数［*%—&&］.第一
个分岔点意味着由稳定态向周期态的转变，因而控

制第一个分岔点的位置往往尤为重要 .对于本文中
提及的二维 <2=4>841映射，则可以设计控制器使第一
次分岔发生提前或延迟 .采用线性反馈构造控制器，
令受控二维 <2=4>841映射为如下形式：

"&6* ! "& 6 %（"& ) "&
& 6 #&）6 $"&，

#&6* ! #& 6 %（#& ) #&
& 6 "&）6 $#& .

（*+）

图 $为 $ 取不同值时系统（*+）的分岔图 .
通过仿真实验可以知道，当 $ ? " 时会使系统

（*+）的第一个分岔点提前，从而混沌区和发散区也
相应提前；当 $ ; "时会使系统（*+）的第一个分岔点
延迟，从而混沌区和发散区也相应延迟 .作者通过大
量仿真实验发现：离散系统由单周期点向周期态过

渡的首个分岔点所对应的 /01234矩阵的特征值一定
满足至少其中之一的模等于 *，而其他特征值的模
小于 * .这也与离散系统的轨道稳定性判据［*,，*+］相
符合 .因此在这种情形下可以精确控制第一次分岔
点的位置 .

假定需要系统（*+）在参数 % ! %@ 时发生第一次
分岔，由图 $可看出系统（*+）不会在单周期点（"，"）

分岔，因此需要解出 % ! %@时另一非零单周期点（ "@，
#@），则系统（*+）在（"@，#@）处的 /01234矩阵为

!（ " ! ’"，# ! ’#） !
* 6 %@ ) &%@ "@ 6 $ %@

%@ * 6 %@ ) &%@ #@ 6







$
，

（*%）
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图 ! !!［"#$!，"#%&%］，"取不同值时系统（’(）的分岔图 （)）" * "#’；（+）" * , "#’；（-）" * , "#.；（/）" * , "#!

该矩阵的特征方程为

（’ 0 !1 , 2!1 #1 0 " ,!）

3（’ 0 !1 , 2!1 $1 0 " ,!）, !1 2 * "，（’4）

图 ( !!［"#$!，"#%&%］，" * "#’2和 " * , "#4$时系统（’(）的分岔图 （)）" * "#’2；（+）" * , "#4$

只要选取适当的 " 值使方程（’4）一个解的绝对值等
于 ’，另一个解的绝对值小于 ’，就可以将系统（’(）

的第一次分岔点控制在 ! * !1处 5

’）令第一次分岔点提前，选择 !1 * "#$(，解得相
应的系统（’(）的非零单周期点为（2 0 2#’2(%%"，2 0
2#’2(%%"），则方程（’4）是关于!和 " 的方程 5利用
6)78)+进行数值求解，易得到 9!’ 9，9!2 9与 " 的关系 图 % !1 * "#$(，方程（’4）中 9!’ 9，9!2 9与 "的关系

如图 %所示 5
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满足条件的 ! 的数值解为 !"#$和 % !"&’，分别做出
系统（#(）的分岔图如图 (所示 )由图 (（*）可见，! +
% !"&’ 只是使系统（#(）在 " + !"’( 处发生了单周
期点的改变，却并没有产生分岔，因此不是满足条件

的解；由图 (（,）可见，当 ! + !"#$时，成功的将系统
（#(）的第一个分岔点控制在了 " + !"’(处 )

$）令第一次分岔点延后，选择 "- + !".，解得相
应的系统（#(）的非零单周期点为（$ / #"....(!，$ /
#"....(!），则方程（#&）化为关于!和 ! 的方程 )利
用 0,12,*进行数值求解，易得到 3!# 3，3!$ 3与 ! 的
关系如图 4所示 )
满足条件 ! 的数值解为 % !"’和 % #"$，分别做

出系统（#(）的分岔图如图 &所示 )由图 &（*）可见，!
+ % #"$只是使系统（#(）在 " + !". 处发生了单周

期点的改变，并没有产生分岔，因此不是满足条件的

解；由图 &（,）可见，当 ! + % !"’ 时，成功的将系统
（#(）的第一个分岔点控制在了 " + !".处 )

图 4 "- + !".，方程（#&）中 3!# 3，3!$ 3与 !的关系

图 & "!［!"’5，!".4.］，! + % !"’和 ! + % #"$时系统（#(）的分岔图 （,）! + % !"’；（*）! + % #"$

’ " 结 论

本文基于离散系统的稳定性判据成功的将处于

混沌态的二维 6789:19;映射控制在低周期态，并分析
了第一次分岔点的特性 )针对线性控制器设计了具
体的控制方案，不仅能将分岔提前或延迟，而且能准

确控制该系统在指定的参数位置发生第一次分岔 )
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