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非线性系统中的分形集———)*+,-集，在工程技术中有着十分重要的应用，定义了不同系统间的 )*+,-集同步的
概念，并引入一种非线性耦合的方法，对同一系统不同参数的 )*+,-集进行了有效的同步 .并以多项式形式和三角
函数形式的 )*+,-集同步为例验证了该方法的有效性 .

关键词：)*+,-集，同步，分形
&’((：$#/#，$###

!国家自然科学基金（批准号：%$/’"&&"）和全国百篇优秀博士论文专项基金（批准号："$$///）资助的课题 .

! 通讯联系人 . 012-,+：3456-789:;&"%< =>2

& < 引 言

自分形诞生以来，它以自身独特的性质为生物

学，物理学等众多领域中的许多复杂现象给以了更

好的理解和解释［&—#］.法国数学家 ?-9@>7 )*+,- 研究
复映射迭代时得到的 )*+,-集是分形理论中一个重
要的概念［%］，被广泛的应用到物理、生物、工程等领

域［’，A］，它是非线性领域中一个重要的研究课题，如

基于粒子的动力学特征探讨广义 B1) 集的物理意
义，发现广义 B1)集的分形结构特征可形象地反映
出粒子速度的变化规律，并指出对于系统

!"C& D !#" C $
的任意 $ 值（其中 $ 为复数，# E &），广义 )*+,-集给
出了速度空间中粒子的所有可能的不稳定周期轨道

的闭包［F］，如 $"$时，粒子的速度绝对值为 % D &，
并在下面图 &给出的势垒顶端作不稳定旋转运动 .

图 & 当 $"$，% D &，# D "时，粒子的不稳定旋转运动

值得注意的是，非线性系统中的 )*+,- 集所描
述的是一个重要的非线性系统 .根据客观的要求，我
们往往需要制约非线性吸引域的区域大小以及根据

技术问题的实际要求，有时需要不同的两个系统表

现出相同或近似的行为和性能 . 但十分遗憾的是到
目前为止对于分形中 )*+,-集的研究仅仅是涉及它
的性质和图形的制作问题［&$，&&］，而对于两个系统间

的 )*+,-集的讨论是一个目前还没有涉及的新的研
究领域 .
本文给出了不同系统间的 )*+,- 集的同步的概

念，并引入一种非线性耦合的方法，对同一系统不

同参数的 )*+,- 集进行了有效的同步 . 并以多项式
形式和三角函数形式的 )*+,-集同步为例验证了该
方法的有效性 .

" < 基本理论

混沌同步一直是备受关注的课题，人们在这方

面做了大量的工作，采用各种方法实现混沌同

步［&"—&’］，而广义同步控制是混沌控制的一个重要方

法 .一般地，考虑两个动力学系统：
:&
: ’ D (（&；)），

:)
: ’ D *（&；)），

其中 ’ 为时间，(，* 可以是不同的函数，&# +,，

)#+,，令 &（ ’；’$，&$）和 )（ ’；’$，)$）分别为两系

统的解 .如果存在 +, 的子集-（ ’$），&$，)$#-（ ’$）
使得当 ’"G时，有
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!!（ "；"!，!!）" #（ "；"!，#!）!" ! #
则称 $! %$ " & $（!；#）和 $# %$ " & %（!；#）同步，如
果 &（ "!）& ’(，则称为全局（完全）同步；如果 &（ "!）
是 ’( 的一个子集，即 &（ "!）#’(，则称为局部（部

分）同步，称 &（ "!）为同步区域 # 全局同步和局部同
步属于通常意义下的同步，即

!（ "；"!，!!）& #（ "；"!，#!）#
当 !（ "；"!，!!）&!（#（ "；"!，#!））（其中!为某种函
数关系），称这种类型的同步为广义混沌同步 #通常
意义下的同步（!为恒等变换）为广义混沌同步一种
特例 #

’()*+集由一个复变函数 ) 的迭代生成，其 ’()*+
集 *（ )）可以定义为 ) 的斥性周期点集的闭包 #利用
,-./0)定理，可以证明下面的对于复变多项式 ) 的
’()*+集的等价定义：

*（ )）& *!（ )）&｛+ $ ,：函数族｛)-｝-%! 在 + 非正规｝#
对复变多项式 )，其 ’()*+集具有下面的一些性质：
（*）*（ )）是非空有界的；
（**）*（ )）是全不变的，即 *（ )）& )（ *（ )））&

) " 1（*（ )））；
（***）对每一个正整数 .，*（ )）& *（ ) .）；

（*2）若 / 是 ) 的吸引不动点，则!0（ /）&
*（ )），其中 0（ /）是吸引不动点 / 的吸引域，即
0（/）&｛+$,：)-（ +）"/，（-"3）｝#
本文讨论的是复数域上系统间的 ’()*+ 集的同

步或广义同步情况，根据 ’()*+集的定义，给定一组
系统参数，其相应的 ’()*+集是确定的不变的，这样
就使得 ’()*+集的同步或广义同步的定义与混沌同
步或广义同步有所不同 #
给定两个复数域上的系统：

1241 & )（12）， （1）
3241 & 4（32）， （5）

当系统参数给定后，其对应的 ’()*+集也确定，不妨
分别设为 *&，* #为了使系统（1）与（5）的 ’()*+集关
联起来，我们对系统（1）和（5）进行耦合 #在系统（5）
中引入耦合项：

3241 & 4（32）4 .（12，32；-）， （6）
其中，. 为关于 12，32 的耦合项，- 为耦合强度 # 显
然，在耦合系统（6）中当系统参数给定后，对不同的
- 值对应着不同的 ’()*+集，记为 *- #如果对某常数

-!（-! 可为3），有
)*7
-" -!
（*- ’ *& " *- ( *&）& 5 （8）

成立，则称系统（1）与（5）的 ’()*+集实现同步 #

从 ’()*+集同步的定义可以看出，我们是取耦合
强度 - 的极限来定义 ’()*+ 集同步的概念的 #事实
上，由 ’()*+集的定义我们知道 ’()*+集 *（ )）与 ) 的
轨道是紧密相关的，本文就是利用轨道的同步来实

现 ’()*+集同步的 # 在轨道同步中，- 的变化体现了
轨道同步的状况，这恰好在耦合系统（6）中体现为
其 ’()*+集 *- 的变化同步情况，其中我们取系统（1）
和（5）的相同的迭代初始值 #

6 9 ’()*+集同步的实现

在（6）式中取耦合项：
.（12，32；-）& -［ )（12）" 4（32）］，

则有

3241 & 4（32）4 -［ )（12）" 4（32）］# （:）
显然当 - & 1 时，系统（:）则变为系统（1）#由（1），
（:）式有

1241 " 3241 &（1 " -）（ )（12）" 4（32））# （;）

!"#" 多项式系统的 $%&’(集的同步实现

当系统为复变多项式时，由前面所述的性质

（*），可知其 ’()*+集可通过迭代计算一个有界区域
内的点得到，设该有界区域为 &，则只需考虑 & 中
点的迭代 #另外，由性质（**）可知只需计算迭代轨道
均在 & 中的点，这是因为若存在 2! 使得

)2!（ +）)&，则由性质（ **）知 +) * #因 & 为有界区
域，所以存在 6 < !，使得* +$&，= + = > 6 #
以典型的复变多项式 +2 4 1 & +72 4 8 为例，讨论

该系统当取不同参数时的 ’()*+集的同步情况 #比如
在系统（1），（5）中取复变多项式 )（ 12）& 17

2 4 81，
4（32）& 37

2 4 85，这里 81+ 85 #为讨论方便，取 7 & 6#
由（;）式，有

1241 " 3241
&（1 " -）（16

2 " 36
2 4 81 " 85）

&（1 " -）［（15
2 4 1232 4 35

2）（12 " 32）4 81 " 85］#
因此

= 1241 " 3241 =

, = 1 " - =（665 = 12 " 32 = 4 = 81 " 85 =）

& = 1 " - = 665 = 12 " 32 = 4 = 1 " - = = 81 " 85 =

, = 1 " - = 665（ = 1 " - = 665 = 12"1 " 32"1 =
4 = 1 " - = = 81 " 85 =）4 = 1 " - = = 81 " 85 =

&（ = 1 " - = 665）5 = 12"1 " 32"1 =

4（1 4 = 1 " - = 665）= 1 " - = = 81 " 85 =
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! ⋯

!（ ! " # ! ! $"%）# ! $" # %" !
&（" & ⋯ &（ ! " # ! ! $"%）##"）! " # ! ! ! &" # &% !

’（" & ⋯ &（ ! " # ! ! $"%）#）! " # ! ! ! &" # &% !

’ " #（ ! " # ! ! $"%）#&"

" # ! " # ! ! $"% ! " # ! ! ! &" # &% ! ( （)）

当 !" # ! !$"% * "时，（)）式右端趋于 !" # ! ! ! &" # &% ! +
（" # !" # ! !$"%）（#",）(显然，此时若 ! " # ! !"-，
即 !""，则有

! $#&" # %#&" !" - (
从而系统（"）与（.）实现轨道同步 ( 由前面所分析，

可知此时满足（/）式，即实现了系统（"）与（.）的
01234集的同步 (
在 !""的过程中，由（)）式可以看出耦合系统

的耦合程度，即轨道实现同步的程度，从而也是耦

合系统的 01234 集的同步程度 ( 这从下面的仿真图
图 %和图 $可看出 (
例 ! 在系统（"），（%）中取

’（$#）’ $(
# & &"，)（%#）’ %(

# & &%
图 %为初始 01234集，图 $为系统随 ! 的变化其 01234
集广义同步情况 (（图中坐标系的横轴与纵轴分别表
示复数的实部与虚部，下同 (）

图 % ( ’ $时系统的初始 01234集 （4）&% ’ 3；（5）&" ’ # -6. & -6/3

图 $ 随 !值的变化系统 01234集的同步情况 （4）! ’ -6%；（5）! ’ -6$

上面分析的是多项式形式映射的 01234集的同
步，事实上，该方法对其他形式映射的 01234集的同
步也是有效的 (

"#$# 三角函数的 %&’()集的同步实现

以正弦函数为例分析该类 01234集的同步情况 (
取 ’（$#）’ &" 738$#，)（%#）’ &% 738%# (由（9）式有

$#&" # %#&"

’（" # !）［ &"（738$# # 738%#）&（ &" # &%）738%#］(
又

! 738$# # 738%# ! ’ %:;7 $# & %#

% 738
$# # %#

%

!% 738
$# # %#

%

!% $# # %#

% ’ ! $# # %# ! (

因此

! $#&" # %#&" !

! !（" # !）&" ! ! $# # %# ! & ! " # ! ! ! &" # &% !

! !（" # !）&" !（ !（" # !）&" ! ! $##" # %##" !
& ! " # ! ! ! &" # &% !）& ! " # ! ! ! &" # &% !

’ !（" # !）&" ! % ! $##" # %##" !
&（" & !（" # !）&" !）! " # ! ! ! &" # &% !
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! ⋯

! !（" # !）"" ! # ! $" # %" !

$（" $ ⋯ $ !（" # !）"" ! ##"）! " # ! ! ! "" # "% !

! !（" # !）"" ! # ! " # ! ! ! "" # "% !

$（" $ ⋯ $ !（" # !）"" ! ##"）! " # ! ! ! "" # "% !

& ! " # ! ! ! "" # "% !（" $ ⋯ $ !（" # !）"" ! #）

& ! " # ! ! ! "" # "% !
" # !（" # !）"" ! #$"

" # !（" # !）"" ! ’ （(）

当 !（" # !）"" ! ) "时，（(）式右端趋于 !" # ! ! ! "" # "% ! *
（" # !（" # !）"" !）（#"+）’显然，此时若 ! " # ! !",，
即 !""，则有

! $#$" # %#$" !" , ’
从而系统（"）与（-）实现轨道同步 ’ 由前面所分析，
可知此时满足（.）式，即实现了系统（"）与（-）的
/0123集的同步 ’
在 !""的过程中，由（(）式可以看出耦合系统

的耦合程度，即轨道实现同步的程度，从而也是耦

合系统的 /0123 集的同步程度 ’ 这从下面的仿真图
图 .和图 -可看出 ’
例 ! 在 &（$#）& "" 425$#，’（ %#）& "% 425%# 中分

别取参数 "" & "，"% & 2 ’图 .为初始 /0123集，图 -为
系统随 ! 的变化其 /0123集同步情况 ’

图 . 系统的初始 /0123集 （3）"" & "；（6）"% & 2

图 - 随 !值的变化系统 /0123集的同步情况 （3）! & ,7"；（6）! & ,7.；（8）! & ,79；（:）! & ,7;
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由（!）式可有
!""# $（# % #）$（!"）" #%（&"），

可以看出随 # 的增大，在迭代中起主导作用的是后
部分数值 #%（ &"）&当 # $ # 时，系统（!）已成为系统
（#），此时两系统的 ’()*+集完全相同 & 由例 #，例 ,
的仿真图我们可以清楚的看到引入耦合项的系统

（!）的 ’()*+集的变化情况，随 # 值的不断增大（ #!
#），系统（!）的 ’()*+ 集越来越近似系统（#）的 ’()*+
集，即有)*-

#!#
’# $ ’"，从而实现了两个系统的 ’()*+

集的同步 &同时也说明我们所取的该非线性耦合的
方法在进行 ’()*+集同步时的有效性 &

. / 结 论

’()*+集是由一个复变函数的迭代生成的，是斥
性周期点的闭包，它是分形理论中一个重要的概

念，在非线性系统中有着广泛的应用 & 本文给出了
两个不同系统的 ’()*+集同步的概念，并采用非线性
耦合的方法，分别以多项式形式和三角函数形式的

不同参数的系统的 ’()*+集进行了同步 &仿真表明我
们的方法是可行的、有效的，这将有助于对 ’()*+ 集
以及它的应用做进一步的讨论 &
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