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通过引入新的概念，提出了图胞映射动力系统中瞬态胞的新的分类方法，基于新的分类方法研究了动力系统

中不变流形的胞映射逼近问题；并结合计算机的计算速度与内存特点，建立了完成上述压缩分类的有效算法 )通过
对典型算例 *+,-,映射的应用分析，证实了该方法的有效性 )
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$ @ 引 言

非线性系统的动力学特性分析可分为局部分析

和全局分析 )局部分析主要关注周期解和解的稳定
性，以及参数变化对解的影响；而全局分析主要关注

各个吸引子及其吸引域的空间位置，不稳定解的稳

定与不稳定流形，以及参数变化对它们的影响 )由于
全局分析能够使人们获得非线性系统的更多信息和

认识，因此对系统进行全局特性分析是一项非常重

要工作 )人们有时可以用直接数值积分的方法研究
系统的全局性态，但这通常效率较低，因此设计一些

专门的方法进行全局分析是很必要的 )
胞映射法是人们进行全局分析的有力工具，它

最早由 *A8在 &%世纪 B%年代提出［$］)经过 &%多年
的发展，胞映射法先后有多种版本，如简单胞映射

（CDE）法［$］、广义胞映射（FDE）法［&］、插值胞映射
法［(］、胞参照点映射法［.］、图胞映射法［’，G］、胞映射点

映射法［#］，以及一些改进的胞映射法［B，/］等 )各种胞
映射法对科学和工程领域中存在的大量实际问题的

应用，极大地促进了人们对非线性科学的研究和

认识［$%—$G］)
CDE方法由 *A8在 $/B%年提出［$］，该方法的基

本思想是将连续状态空间离散化为许多小的几何体

（胞）)胞的集合构成胞状态空间并且被整序数所标

识 )对每一个胞的中心点进行短时积分（映射），则可
以建立该胞与积分结果所达之胞的映射关系，从而

就构造出一个基于胞空间上的映射，即胞映射 )对简
单胞映射系统进行分析，可求得运动方程的周期解

及稳态解的吸引域 )
$/B$年，*A8提出了 FDE方法［&］) FDE延续了

CDE将状态空间离散为胞空间的思想，但在建立胞
对胞之间映射的过程中采用一个胞可以发出多条轨

线，一个胞可以有多个像胞的方法 ) $//& 年 *A8 推
广了广义胞映射分析方法［$#］，发现了瞬态过程中有

着规律性层次结构，并将这些结构反映于 E3HI-J链
的转移概率矩阵，构造了瞬态胞转移概率矩阵内结

构的驻址基范式（;-24<45+1K3A+; ,-H235 L-H2）)与 CDE
相比，FDE所反映的动力学特性更为丰富也更为深
刻 )FDE不仅可以计算系统的吸引子和吸引域，还
可以确定各吸引子的吸引域边界，以及吸引子的极

限概率分布、奇怪吸引子的空间概率特征、熵演化的

不变分布以及 M=3:8,-J指数 ) $//’年，*A8进一步将
图论和偏序理论引入到胞映射理论中，提出了广义

胞映射与偏序集（:-A+N）和图论数学分支的对应［’］)
在此基础上，得到动力系统的全局性质，建立了动力

系统和图、偏序理论联系的统一框架 )在文献［’］中，
*A8还通过一个具体算例给出了算法 )

$///年，洪灵和徐健学依循 *A8 的思路，以集
合理论为基础，通过在胞状态空间上定义二元关系，
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建立广义胞映射动力系统与图的对应关系并给出了

严格的数学证明，提出了全局分析的广义胞映射图

论方法［!］" #$$%年洪灵在她的博士论文和其后的一
些文章中完善了广义胞映射图论方法和相应算法，

并且将其应用于激变和模糊等方面的研究，均取得

了显著的研究成果［%%，%&，%’］"广义胞映射图论方法比
起其他胞映射方法最为显著的优点之一是通过图方

法求出胞映射动力系统中的自循环胞集中的瞬态自

循环胞集，进而可以通过对瞬态自循环胞集的研究

探求动力系统中的不稳定不变集 "然而，在对瞬态胞
进行分类时，无论是 ()*的广义胞映射方法还是洪
灵的广义胞映射图论方法，都没有考虑瞬态自循环

胞集对分类的影响 "
本文延续 ()*和洪灵的思路，提出了基于自循

环胞集（永久自循环胞集和瞬态自循环胞集）的瞬态

胞分类方法，给出了相应的算法 "借助于该分类方法
研究了如何有效地实现动力系统稳定流形和不稳定

流形的胞映射逼近，通过对典型算例的应用分析，说

明了该方法的有效性 "

# + 图胞映射的概念及改进

应用图胞映射方法对动力系统进行全局分析

时，首先要将状态空间 !" 分割成为有限个小的区

域（计算单元）———胞（,-..），每一个胞与一个整数对
应 "可以用各种方法生成胞，最为简单直接的方法是
将 !" 中每一个状态分量 #$（ $ / %，#，⋯，"）分割成
为若干个小区间 "基于胞的概念，动力系统中状态空
间转化为胞空间，状态的转移变为胞之间的转移，即

胞映射动力系统，该系统反映了动力系统的行为 "通
过如下方式可以使胞映射动力系统对应于一个有向

图：将每个胞对应于一个有向图的一个顶点；如果两

个胞之间存在一步可达关系，则在相应的顶点之间

建立一条有向边 "从而胞映射动力系统就完全对应
于有向图，为应用图论方法对动力系统进行深入分

析提供了坚实的基础 "
()*和洪灵分别建立了各自的有向图分析算

法［0，!］"在他们的算法中，首先通过分析有向图得到
该图的强连通子图 "强连通子图是有向图顶点集合
的子集合，该集合中任何两个顶点可以互达 "如果强
连通子图中每个顶点的像顶点均属于该集合则称该

强连通子图是一个闭强连通子图，该集合中的顶点

在本文中称之为第一类型的顶点；如果强连通子图

中存在一个顶点的一个像顶点不属于该集合则称该

强连通子图为开强连通子图，该集合中的顶点我们

称之为第二类型的顶点 "闭的强连通子图表征动力
系统的稳定解（稳定的不动点、周期解、拟周期解、混

沌解）；开的强连通子图表征系统的不稳定解（周期

鞍、混沌鞍）"如果有向图的某一顶点不属于任何一
个强连通子图，该顶点称为瞬态顶点，所有瞬态顶点

构成第三类型顶点 "
为了揭示动力系统全局行为，()* 和洪灵借助

驻足概念对第三类型顶点进行了分类 "驻足考虑的
是第一类型顶点对第三类型顶点分类的影响，即如

果一个第三类型顶点最终可达某一第一类型顶点，

则称该第一类型顶点所在的闭强连通子图为这个顶

点的一个驻足 "一个第三类型顶点可以有多个驻足，
按照第三类型顶点所具有驻足的数目，第三类型顶

点被分为单驻足顶点和多驻足顶点，仅具有一个驻

足的顶点称为单驻足顶点，具有多于一个驻足的顶

点称为多驻足顶点 "具有相同驻足的第三类型顶点
构成同一集合 "单驻足顶点集合表征动力系统中吸
引子的吸引域，多驻足顶点集合表征吸引域的边界 "
同其他类型胞映射方法相比，图胞映射方法最

为突出的优点在于可以得到表征动力系统不稳定解

的第二类型顶点 "为了进一步揭示动力系统的一些
精细特征，自然应考虑第二类型顶点对第三类型顶

点分类的影响 "为此，下面延伸了上述分类方法的驻
足概念并提出路游概念 "在此基础上，建立了第三类
型顶点分类的新方法 "
定义 ! 如果一个第三类型顶点最终可达某个

第一（或第二）类型顶点，则称该第一（或第二）类型

顶点所在的强连通子图为这个第三类型顶点的一个

驻足 "
定义 " 如果一个第二类型顶点最终可达某个

第三类型顶点，则称该第二类型顶点所在的强连通

子图为这个第三类型顶点的一个路游 "
为说明上述概念，考察如图 %所描绘的胞映射

动力系统 "由图 %可知｛%，#，1｝构成闭强连通子图，
为第一类型顶点集合，序号记为!；｛2，0｝构成开强
连通子图，为第二类型顶点集合，序号为"；｛!，3，&｝
为第三类型顶点 "顶点 !以集合!为驻足，同时也以
集合"为驻足 "顶点 3以集合!为驻足 "顶点 &以集
合!为驻足，同时以集合"为路游 "
对于尺寸足够小的胞，根据上述概念，结合胞映

射动力系统与图论的相关知识，可以得到如下结论：
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图 ! 图胞映射动力系统一个示意图

!）如果一个第三类型顶点胞以某个第一类型集
合为驻足，则必存在一条从该第三类型顶点胞到第

一类型集合中某一顶点胞的路径 "也即存在一条从
该胞中某一初值点出发到第一类型集合所对应的吸

引子中某一点的轨线 "因此，该第三类型顶点胞包含
了该吸引子吸引域上的点 "

#）如果一个第三类型顶点胞以某个第二类型集
合为驻足，则必存在一条从该第三类型顶点胞到第

二类型集合中某一顶点胞的路径 "也即存在一条从
该胞中某一初值点出发到第二类型集合所对应的不

稳定解中某一点的轨线 "因此，该第三类型顶点胞包
含了该不稳定解稳定流形上的点 "

$）如果一个第三类型顶点胞以某个第二类型集
合为路游，则必存在一条从第二类型集合中某一顶

点胞到该第三类型顶点胞的路径 "也即存在一条从
该第二类型集合某个顶点胞中某一初值点出发到第

三类型顶点胞中某一点的轨线 "因此，该第三类型顶
点胞包含了该第二类型集合所对应的不稳定解的不

稳定流形上的点 "
一个第三类型顶点可以具有一个或多个驻足；

同时，也可以具有一个或多个路游 "驻足表示的是第
三类型顶点是否可达第一或第二类型顶点；路游表

示的是第二类型顶点是否流经该第三类型顶点 "当
一个第三类型顶点具有多个驻足和路游时，该顶点

相应的胞在胞映射意义上具有多重性态 "
第三类型顶点驻足和路游概念很自然地提供了

一个第三类型顶点的分类方法 "通过对每一个第三
类型顶点驻足和路游的确定，可以将具有相同驻足

和路游的第三类型顶点划为同一类型的集合 "在此
基础上，可按照有向图的标准压缩方法对图胞映射

动力系统进行压缩 "即设图胞映射动力系统 ! %
（"，#），" 和 # 分别是顶点和边集合，!!，!#，⋯，

!$ 为进行分类后的顶点集合，按下面条件构造一个

新的有向图 !! %（"!，#!）：
!）"! %｛!!，!#，⋯，!$｝

#）#!的构造如下：
（&）若 !% 是第三类顶点集合时，当且仅当 %"

&，存在结点 ’#!%，(#!& 且（’，(）##，则从 !% 向

!& 引弧（!%，!&）"
（&&）若 !% 是第一类或第二类顶点集合时，若存

在结点 ’#!%，(#!& 且（ ’，(）# #，则从 !% 向 !&

引弧（!%，!&）"
则称有向图 !! %（"!，#!）是 ! %（"，#）的

压缩表示 "从 !! %（"!，#!）可以准确直观地显示
出图胞映射动力系统的全局性质 "

$ ’ 算 法

为了完成第三类型顶点驻足和路游的计算，需

要完成两个过程：搜索和标注 "搜索算法可采用图论
中广度优先搜索方法来完成 "在此算法中需要快速
准确查找一个图顶点的像顶点和反像顶点 "为此，在
图的计算机表示时应该采用邻接表对图进行计算机

表示 "在这种存贮结构中，对图的每一个结点建立个
链表 "第 % 个链表中的结点是与 (% 邻接的结点（如
果是有向图则是从 (% 引出弧的终止结点）"每个结
点由两个域组成；结点域用以指示与结点 (% 邻接的
点的序号，链域用以指向下—条边 "每一个链表设一
个表头结点，这些表头结点本身以向量的形式存贮，

以便随机访问任一结点的链表 "为了反向搜索图，还
应建立逆邻接表 "标注过程是对每一个第三类型顶
点的驻足和路游进行记录 "如果在图的强连通分析
时，计算出 )! 个第一类型顶点集和 )# 个第二类型
集，则需要 )! ( #)# 个位置对每一个第三类型顶点
进行标记 "其中 !到 )! 位置表示对第一类顶点的驻
足情况；)! ( !到 )! ( )# 位置表示对第二类顶点的
驻足情况；)! ( )# ( !到 )! ( #)# 位置表示对第二类
顶点的路游情况 "所以每一个第三类型顶点需要长
度 #)! ( #)#的向量进行标注，当 )! ( #)# 较大时，向量
长度将是一个非常大的数字 "如果第三类型顶点的
数量较大，应该采用各种压缩算法提供序号，以节省

内存 "因为标注的情况可以用 )和 !完成，所以一个
较为简单可行的方案是用二进制位向量来表示一个

位，把一个机器字看成不是一个“数”而是每一位是
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互相独立的向量 !
下面给出算法过程：

算法一 驻足算法：

输入：一个第一类型顶点集合或第二类型顶点

集合；

输出：以该顶点集合为驻足的第三类型顶点

步 "：初始化集合 !"!"；
步 #：将第一类型顶点集合或第二类型顶点集

合放入 !" 中；

步 $：清空集合体 !#；搜索 !" 的反向顶点 #，如
果 # 是第三类型顶点则进行标记，并且放入 !# 中；

步 %：如果 !# & "，则停；
步 ’：令 !"!!#，转步 $ !
算法二 第二类型顶点的路游算法：

输入：一个第二类型顶点集合；

输出：以该顶点集合为路游的第三类型顶点

步 "：初始化集合 !"!"；
步 #：将第二类型顶点集合放入 !" 中；

步 $：清空集合体 !#；搜索 !" 的正向顶点 #，如
果 # 是第三类型顶点则进行标记，并且放入 !# 中；

步 %：如果 !# & "，则停；
步 ’：令 !"!!#，转步 $ !

% ( 计算实例

考虑一个 )*+,+映射［#-，#"］：
（$，%）"（"(% . $# / -($%，$）， （"）

这里 $ 的坐标范围为［ . $，$］且被分为 0--个相同
长度的小区间；% 的坐标范围为［ . $，$］且被分为
0--个相同长度的小区间 !因此，包含陷胞共 1%---"
个胞 !胞的编号规则为先 $ 方向，再 % 方向 !即相应
于 %#［ . $，. #(22#’］且 $#［ . $，$］的胞被编号为
"到 0--；相应于 %#［ . #(22#’，. #(20’-］且 $#
［ . $，$］的胞被编号为 0-"到 "1--，依次类推 !应用
系统（"）生成胞映射 !每一个胞均匀生成 $- 3 $-个
采样点 !对于 1%---"个胞共产生 "1%%-04个像胞 !其
中第 #-#’$#序号的像胞最多，为 1 个像胞，分别为
｛"-%0-"，"-%0-#，"-%0-$，"-%0-%，"-%0-’，1%---"｝!
对相应的胞动力系统进行强连通分析后，得到

两个第一类型顶点集合，分类序号记为 "，#，包含的
顶点胞的数目分别为 "个和 1’--个 ，包含的胞序号
为｛1%---"｝和｛"041%1，$-%’#4，"14’0"，⋯｝；它们表
征陷胞和一个稳定的混沌吸引子 !同时还得到一个

第二类型顶点集合，分类序号记为 $，胞的数目为 #
个，包含的胞序号为｛"’"$2-，"’-’02｝，表征一个不
稳定的解 !

图 # )*+,+映射混沌吸引子及其吸引域，陷胞的吸引域

图 $ )*+,+映射不稳定解及其稳定与不稳定流形

应用驻足和路游分析算法继续对胞映射动力系

统进行分析，将具有相同驻足和路游的第三类型顶

点划为同一类型的集合 !共得到第三类型顶点的 4
个分类集合 !详细分类情况见表 "（“真”，“假”为逻
辑值）!
继而可得胞映射动力系统的压缩图 &$ &

（’$，($），其中 ’$ &｛"，#，$，%，’，1，4，0，2，"-｝；

($ &
（"，"）；（#，#）；（$，$）；（$，2）；（$，"-）；（%，"）；
（’，#）；（1，"）；（1，$）；（4，"）；（4，#）；（4，$）；
（0，#）；（0，$）；（2，"）；（"-，#
{ }

）；
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表 ! 第三类型顶点分类情况

分类

序号
胞数目
以分类序号

!为驻足

以分类序号

"为驻足

以分类序号

#为驻足

以分类序号

#为路游

$ "%"##& 真 假 假 假

’ ##$()$ 假 真 假 假

& ** 真 假 真 假

* ’’(" 真 真 真 假

( $& 假 真 真 假

% "$# 真 假 假 真

!) $)% 假 真 假 真

从 !! +（"!，#!）可见从胞映射动力系统意
义上看包含吸引子的吸引域的分类集合为｛’，*，(，
!)｝；陷胞的吸引域的分类集合为｛$，&，*，%｝,不稳定
解的稳定流形的分类集合为｛&，*，(｝,包含不稳定解
的不稳定流形的分类集合为｛!，"，%，!)｝,其图形为：
图 "为混沌吸引子及其吸引域 $（"），陷胞的吸引域
$（!），图 #为不稳定解 ! 及其稳定流形 -.和不稳
定流形 /.,图 "和图 #表明改进的图胞映射方法能
够准确地刻画非线性系统的全局特性，是非线性系

统的全局分析的有力武器 ,

’ 0 结 论

同其他类型胞映射方法相比，图胞映射方法最

为突出的优点在于可以得到表征动力系统不稳定解

的第二类型顶点 ,为了进一步揭示动力系统的一些
精细特征，如不稳定解的稳定与不稳定流形及参数

变化时它们对系统全局性态的影响，人们自然应对

与第二类型顶点有关的第三类型顶点进行细致分

类 ,为此，本文延伸了传统图胞映射方法中的驻足概
念并提出路游概念；基于上述概念，建立了第三类型

顶点的新的分类，依据这一分类，利用有向图的标准

压缩方法对图胞映射动力系统进行压缩，压缩后的

图能够更加清晰、精细地反映动力系统全局性质 ,考
虑到实际中要利用计算机完成上述压缩分类，因此

计算速度和内存的影响必须考虑，文中针对于此，给

出了有效算法 ,通过对典型例子———12343 映射的
的全局特性分析，证实了改进的图胞映射方法的有

效性 ,
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