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分析新节点边对网络无标度性的影响 +虽然亚线性增长网络瞬态平均度分布尾部表现出了幂律分布性质，但
是，这个网络的稳态度分布并不是幂律分布，由此可见，计算机模拟预测不出网络稳态度分布，它只能预测网络的

瞬态度分布 +进而建立随机增长网络模型，利用随机过程理论得到了这个模型的度分布的解析表达式，结果表明这
个网络是无标度网络 +
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’ > 引 言

近年来，在复杂网络领域一个最引人注目的研

究课题就是无标度网络理论［’—’"］+无标度网络概念
是由文献［’，"］引入的，其作者 ?3@3ABC4 和 D5AE@F 推
动了近年来关于复杂网络研究 +无标度网络理论的
研究者来自数学、统计物理学、计算机网络、生态学

以及经济学等各个不同领域，也吸引了控制论学者

的关注［,，*］+
其实，G@49E 在 ’$(* 年就已对无标度网络进行

了研究［’%—’*］，他研究了科学文献之间的引用关系网

络，并发现入度服从幂律分布 + G@49E 及其以后的研
究者都是在 H42=:［’%，’(］提出的“富者愈富”的基础上
发现幂律现象，G@49E 称之为“积累优势”，也就是
?3@3ABC4 和 D5AE@F 所说的“择优连接”［’，"］+ ?3@3ABC4 等
人主要的贡献是提出了无标度网络增长和择优连接

机理；将连续化方法应用到了复杂网络研究中，获得

了增长网络节点的度关于时间的微分方程 + ?3@3ABC4
等人在文献［’，"］中的不足之处有：一，错误地假定
了节点的到达时间服从均匀分布［(］，为了修正这个

错误文献［’#］研究了连续时间增长的网络模型；二，
新增节点的边 ! 是固定不变的，实证结果表明网络
的节点和边不一定是时间的线性函数［%］+文献［)］
研究了边加速增长的网络，但是，文献［)］新增节点

的边也是固定不变的 +如果新增节点的连边数随时
间变化时对网络的拓扑性质有何影响？如果新增节

点的连边数是随机变量时对网络的拓扑性质又有何

影响？

文献［%］中将无标度网络描述为：“网络中包含
一些重要的节点或中枢点，它们从表面上看有无限

条边与之连接，而且没有一个比其他的更为典型，这

样的网络将会具有我们称为无标度的特性 +”中枢点
的存在使得“稳健而又脆弱”的结构成了无标度网络

的一个特征 +也就是说，因为无标度网络具有中枢
点，所以它们对节点失效具有两面性，即对随机失效

具有稳健性，同时又有易于被攻击的脆弱性［%］+随着
无标度网络知名度日益提高，许多学者对其投入了

精力，通过了一些数据计算大量报道了在实际复杂

网络中都发现了无标度特性 +文献［&］指出“许多人
会对这种在物理文献中用的拙劣统计方法所声称的

幂律无处不在和如此丰富的论点越来越持有怀疑态

度 +”为此，文献［&］中对无标度定义提出了质疑，认
为目前许多文献中关于无标度网络的定义含糊不

清，现行的理论存在许多内在矛盾和不真实论断等

情况 +因此，不具有幂律度分布的网络是否就不具有
中枢点？

针对上述问题，本文建立了亚线性增长网络模

型，分析表明，这类网络具有中枢点，体现了“富者愈

富”的现象，但稳态平均度分布并不是幂律分布 +建
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立了边随机增长网络模型，分析表明，这类网络不但

具有中枢点，也体现了“富者愈富”的现象，而且存在

稳态平均度分布 !

" # 亚线性增长网络

亚线性增长网络是指满足如下两条规则的

网络 !
$）亚线性增长：网络开始于较少的 !% 个无孤

立节点的网络 ! 节点的到达过程服从率为! 的
&’())’*过程，在 " 时刻，当一个新节点进入网络时，
此节点具有 !""（!!!%）条边，连接这个新节点到

!""个不同的已经存在于网络中的节点，这里
%!"+ $；

"）择优连接：在选择新节点的连接时，假设新
节点连接到节点 # 的概率"取决于节点 # 的度数
$#，即满足

!（$#）,
$#

#
%
$%

! （$）

令

&（ "）,｛在时刻 " 网络的节点数｝- !%，

因为节点的到达过程 &（ "）是具有率!的 &’())’*过
程，由 &’())’*过程理论［$.］知，网络在［%，"）内到达
网络节点的平均数约为

#（ "）, ’［&（ "）］,!"， （"）
令 "# 表示第 # 个节点 # 进入网络的时刻，即第 #

个节点 # 的到达时刻 ! $# 表示节点 # 在时刻 " 的度 !
假定 $#是连续实值变量，由于 $#的变化率正比于概

率"（$#），从而 $# 满足如下动态方程：

"$#

"" , !""!
$#

#
%
$%

! （/）

考虑到#
%

$% $%
"

%
"!""!0 " , "!!

$ 1"
"$1"，代入（/）式，

可得

"$#

"" ,
（$ 1"）$#

" " ! （2）

方程（2）的解为

$#（ "）, $#（ "#）
"
"( )
#

$1"
"
，

由于 $#（ "#）, !""#，所以

$#（ "）, ! "
$1"
"

"
$-"
"#

! （3）

从（3）式，有

(｛$#（ "）& $｝, {( "# !
!( )$

"
$-""

$1"
$- }" ! （4）

根据 &’())’*理论［$.］，随机变量 "# 服从$分布：

(｛"# ! )｝, $ - 5-!)#
#-$

* , %

（!)）*
*！ ，

所以

(｛$#（ "）& $｝

, $ - 5-! !( )$
"

$-""
$1"
$-"#

#-$

* , %

!
!( )$

"
$-""

$1"
$-( )" *

*！ ! （.）

对于任意给定的 #，%，" 6 %，并且 # + %，"# + "%!
"，从（.）式可知对于任何 $&!""%，有

(｛$#（ "）& $｝

, $ - 5-! !( )$
"

$-""
$1"
$-"#

#-$

* , %

!
!( )$

"
$-""

$1"
$-( )" *

*！

6 $ - 5-! !( )$
"

$-""
$1"
$-"#

%-$

* , %

!
!( )$

"
$-""

$1"
$-( )" *

*！

, (｛$%（ "）& $｝， （7）
（7）式表明亚线性增长网络体现了“富者愈富”的
现象 !

(｛$#（ "）, $｝$
"(｛$#（ "）+ $｝

"$

, "!!
"

$1"

（$ -"）$
/-"
$-"

"
$1"
$-"

8
!

!( )$

"
$-""

$1"
$-( )" #-$

（ # - $）！

8 5-! !( )$
"

$-""
$1"
$-" ! （9）

对于任意给定的 " 6 %和正整数 $，如果 !""% 6 $&
!""% - $，则当 +& % 时，(｛$+（ "）, $｝, %，所以网络的
瞬态平均度分布为

(（$，"）$
$

’［&（ "）］#
&（ "）

# , $
,（$#（ "）, $）

, $
’［&（ "）］#

%-$

# , $
,（$#（ "）, $）

, "!
"

$-"

（$ -"）$
/-"
$-"

"
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$-"5-! !( )$

"
$-""

$1"
$-"
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%-"

# , %

!
!( )$

"
$-""

$1"
$-( )" #

#！ ! （$%）

对于充分大给定的 " 6 %和给定的正整数 $，从
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（!"）式可知亚线性增长网络的瞬态平均度分布的尾

部表现出了指数为! # $ %"
! %"
的幂律分布性质，然而

对于 " &"& !和任意给定的非负整数 !，有
"（!）# ’()

#!*+
"（!，#）

# ’()
#!*+

,$
,

!%"

（! %"）!
$%"
!%"

#
,"
!%"-%# $( )!

,
!%"#

!*"
!%"

."
%%,

& # "

#
$( )!

,
!%"#

!*"
!%( )" &

&！

# "， （!!）
由（!!）式可知这个网络的稳态平均度分布［!/］不是
幂律分布 0从文献［!/］的定义 $知道这个网络不是
无标度网络 0

$ 1 随机增长网络

在这一节建立和分析随机增长网络 0为了刻画
随机增长，记 ’!，’,，⋯为独立同分布的随机变量

列，其分布函数为

"｛’& # (｝# )（(）#$
(

"
*（(）2(，& # "，!，,，⋯，

!
# %$

+

"%

(2)（(）# +［’&］0

假设#为大于零的常数，)（ #）具有连续单调的正密
度函数 *（ #）0 进而引进

," # "，,- # "
-

& # !
’&，- & !，

.（ #）# )34｛- 5 ,- # #｝0
定义 称随机过程｛.（ #）5 #&"｝为更新过

程［!6］，简称更新过程 .（ #）0如果 *（ #）##-%##，则称

｛.（ #）5 #&"｝为具有率#的 78(998:过程［!6］0
对于更新过程｛.（ #）5 #& "｝，用$（ #）#

+［.（ #）］表示［"，#）内的平均更新次数 0对于率为#
的 78(998:过程，从文献［!6］知道，$（ #）# +［.（ #）］#
## 0
随机增长网络是指满足如下两条规则的网络 0
!）随机增长：网络开始于较少的 $" 个无孤立

节点的网络 0节点的到达过程服从更新过程 .（ #），
在 # 时刻，当一个新节点进入网络时，新节点与 / 个
网络中已存在的节点相连通，并且 / 是服从二项分布
0（.（ #）* $"，1（ #））的随机变量，这里 " & 1（ #）#!，

2（ #）# 1（ #）$（ #）是单调递增的有界函数；

,）择优连接：在选择新节点的连接时，假设新
节点连接到节点 & 的概率’取决于节点 & 的度数
!&，即满足（!）式 0
由于

.（ #）#｛在时刻 # 网络的节点数｝% $"，

所以节点的到达过程 .（ #）是更新过程，由更新过
程理论［!6］我们知道：

$（ #）# "
+

- # !
)-（ #）， （!,）

这里 )-（ #）表示 )（ #）的 - 重卷积，- # !，,，⋯；并且

$（ #）# "
+

- # !
"｛.（ #）& -｝0

我们用 #& 表示第 & 个节点进入网络的时刻，即
第 & 个节点 & 的到达时刻 0 !& 表示节点 & 在时刻 #
的度 0假定 !& 是连续实值变量，由于 !& 的变化率正

比于概率!（!&），从而知道 !& 满足动态方程

"!&

"# # +［ /］$;（ #）
!&

"
%
!%

，

其中，+［ /］# 1（ #）$（ #）# 2（ #）是时刻 # 平均新增边
数 0
考虑到

"
%
!% # ,$

#

"
+［ /］2$（ #）

# ,$
#

"
1（ #）$（ #）2$（ #）0

利用积分第二中值定理，有

"
%
!% # ,$

#

"
1（ #）$（ #）$;（ #）2 #

# ,1（ #）$（ #）（$（ #）%$（%）），
这里 " &%& # 0 有

"!&

"# #
!&$;（ #）

,$（ #）! %$（%）
$（ #( )）

0 （!$）

由于 2（ #）# 1（ #）$（ #）是单调递增有界的，所
以，’()

#! * +
2（ #）# ’()

#! * +
1（ #）$（ #）# $ < "0 再由基本更

新定理［!6］知道，’()
#! * +
$（ #）

# ##，所以，’()
#! * +$（ #）#

+，对于充分大的 #，（!$）式中的项$（%）
$（ #）可以忽略，

因此

"!&

"# #
!&$;（ #）
,$（ #）， （!=）

解方程（!=），得

!&（ #）# !&（ #&）$
（ #）
$（ #&( )）

!
,
0 （!>）
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从（!"）式，有

!｛"#（ $）! "｝# ! !（ $#）"
"#（ $#）$

"$ !（ ${ }），
由更新理论知道!（ $）# %［&（ $）］严格单调递增的，
因此

!｛"#（ $）! "｝

# ! $# "!
%! "#（ $#）$

"$ !（ $( ){ }） ，
# #

&（ $）& ’’

( # ’
!｛"#（ $#）# (｝

( {! $# "!
%! "#（ $#）$

"$ !（ $( )） "#（ $#）# }(
# #

&（ $）& ’’

( # ’

&（ $）& ’’( )(
（! % )（ $））()（ $）&（ $）& ’’ % (

( {! $# "!
%! ($

"$!（ $( ) }）
# #
!（ $）& ’’

( # ’

!（ $）& ’’( )(
（! % )（ $））()（ $）!（ $）& ’’ % (

( {! $# "!
%! ($

"$!（ $( ) }） ， （!)）

由于 $# # $# % $# % ! & $# % ! % $# % $ &⋯ & $! % $’，从更新
理论［!*］，我们有

! $# "!
%! ($

"$!（ $( ){ }）
# *# !

%! ($

"$!（ $( )( )） ，( # ’，!，$，⋯，!（ $）+

将上式代入（!)）式，得
!（"#（ $）! "）

# #
!（ $）& ’’

( # ’

!（ $）& ’’( )(
（! % )（ $））()（ $）!（ $）& ’’ % (

( *# !
%! ($

"$!（ $( )( )） + （!*）

因为

!（"#（ $）# "）

# !（"#（ $）! "）% !（"#（ $）! " & !），

# # !，$，⋯， （!,）
从（!*）和（!,）式，有

!（"）$ -./
$%0

!
%［&（ $）］#

0

# # !
)｛"#（ $）# "｝

# -./
$%0

!
!（ $ {）#

0

# # !
#

!（ $）& ’’

( # ’

!（ $）& ’’( )(
（! % )（ $））(

( )（ $）!（ $）& ’’ % (*# !
%! ($

"$!（ $( )( )）

%#
0

# # !
#

!（ $）& ’’

( # ’

!（ $）& ’’( )(
（! % )（ $））(

( )（ $）!（ $）& ’’ % (*# !
%! ($
（" & !）$!

（ $( )( ) }）
# -./

$%0

!
!（ $）#

!（ $）& ’’

( # ’

!（ $）& ’’( )(
（! % )（ $））(

( )（ $）!（ $）& ’’ % {( ! !%! ($

"$!（ $( )( )）
%! !

%! ($
（" & !）$!

（ $( )( ) }）
# -./

$%0 #
!（ $）& ’’

( # ’

!（ $）& ’’( )(
（! % )（ $））(

( )（ $）!（ $）& ’’ % ( ($

"$ % ($
（" & !）( )$

# !
"$ % !
（" & !）( )$ -./

$%0 #
!（ $）& ’’

( # ’
($ !
（ $）& ’’( )(

(（! % )（ $））()（ $）!（ $）& ’’ % ( + （!1）
二项分布 +（!（ $）& ’’，)（ $））的母函数表达为

"（,）#［)（ $）2, &（! % )（ $））］!（ $）& ’’，

所以

#
!（ $）& ’’

( # ’
($ !
（ $）& ’’( )(

（! % )（ $））()（ $）!（ $）& ’’ % (

#"3（’）# )（ $）$（!（ $）& ’’）（!（ $）& ’’ % !）

& )（ $）（!（ $）& ’’），

因此

!（"）# !
"$ % !
（" & !）( )$

( -./
$%0
［（)（ $）!（ $）& )（ $）’’）（)（ $）!（ $）

& )（ $）’’ % )（ $））&（)（ $）!（ $）& )（ $）’’）］+
（$’）

由于 -./
$%0

)（ $）!（ $）# ’，从基本更新定理［!*］知

道，-./
$%0!（ $）# 0，那么 -./

$%0
)（ $）# ’+ 代入（$’）式我

们获得随机增长网络的稳态平均度分布：

!（"）# !
"$ % !
（" & !）( )$

( -./
$%0
［)（ $）$!（ $）$ & )（ $）!（ $）］

# !
"$ % !
（" & !）( )$（’$ & ’）

$
$’（’ & !）
"（" & !）$ + （$!）

因为 &（ $）! #& $#" $，当 - 4 # 4 ’ 时，利用累
加概率，有
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{! "# !!
!" $#

%#!
（ "( ) }）

$ {! &（!
!" $#

%#!
（ "( )）" }#

$#
’!"

$ $ #
{! & !

!" $#

%#!
（ "( )( )） $ }$

%#
&

$ $ ’
{! & !

!" $#

%#!
（ "( )( )） $ }$

’#
&

$ $ ’
{! & !

!" $#

%#!
（ "( )( )） $ }$

$ {! "’ !!
!" $#

%#!
（ "( ) }） ，

$ $ (，"，#，⋯，!（ "）) （##）
由（"*）和（##）式可知，当 ’ ’ # ’ (时，有

!（%#（ "）" %）’ !（%’（ "）" %）) （#+）
（#"）式表明随机增长网络的稳态平均度分布是指数
为"$ + 的幂律分布，（#+）式表明了老的节点比年
龄小的节点更容易获得连接，体现了“富者愈富”的

思想，因此，由文献［",］的定义 + 知道随机增长网络
是无标度网络 )

- . 结 论

本文通过对亚线性增长网络的分析可知对于

( /#/ "网络的瞬态平均度分布的尾部表现出了指

数为"$ + !#
" !#
的幂律分布，但是，这个网络的稳态

平均度分布并非幂律分布 )由此可见，这个网络不是
无标度网络，新节点的边影响了网络的标度性 )这样
的结果只有通过严格的理论分析而得到，不可能通

过计算机模拟获得 )因为计算机模拟只能计算出瞬
态平均度分布，得不到稳态平均度分布，然而，对于

增长网络所提到的幂律分布是指稳态平均度分

布［+，,］)通过上述论证可见，文献［0］对当前一些无标
度网络文献的批评是有一定道理的 )
在实际网络中，新节点的初始边数不但是时间

的函数，也是一个随机变量 )我们通过对随机增长网
络的分析表明这个网络是幂律指数为" $ +的无标
度网络 )
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