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基于 *+,-./01234,54/ 理论和单晶粒的枝晶生长模型，发展了一个单相场控制的多个晶粒的枝晶生长模型 6 采

用相场和溶质场耦合的方法，以 782#9:/ 合金为例模拟了二元合金等温凝固过程中多个晶粒的生长过程 6 结果表

明，这个模型的计算结果展现了多个晶粒枝晶的竞争生长，能较真实的再现凝固过程中的枝晶的生长过程 6
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!甘肃省自然科学基金（批准号：%=>&)!27#’2&%#）资助的课题 6

" ?2@4+8：AB,18+C@4+8#D 8/E 6 F,

! D 引 言

相场法是目前在国内外很受重视的模拟凝固过

程中形成的微观组织的有力工具 6 通过相场与温度

场、溶质场、流场等其他外部场的耦合，可以直接模

拟金属凝固过程中的固相和液相的溶质偏析、枝晶

分枝的形成、重熔等复杂的现象，并能系统的研究固

液界面曲率效应、动力学效应、干扰、各向异性对凝

固微观组织形成的影响［!］6 目前国内外有很多研究

工作者利用相场法对金属凝固过程形成的微观组织

进行模拟研究，但是多数都是针对一个树枝晶晶粒

的三维和二维的模拟研究，对于多晶粒的研究比较

少 6 而且在已有的多晶粒的研究中，晶粒的最优生

长方向都是一致的，与实际凝固中晶粒的最优生长

方向是随机的有一定的差别［#］6 对于实际凝固过程

而言，一般情况都是多晶粒的，多晶粒生长的模型采

用多相场模型是比较合理的，然而多相场模型的一

个明显缺点是变量太多，每一个晶粒都有一个单独

的相场控制方程 6 这将引起计算空间和计算量数倍

甚至数十倍的增加［%］6 为了不增加计算任务，本文

采用单相场来控制多晶粒的生长 6 在以前的单相场

控制多个晶粒的模拟研究中，晶粒的最优生长方向

都是一致的，而本文将在 *+,-./01234,54/ 理论和单

晶粒枝晶生长的相场模型［<—G］的基础上，发展一个

与实际凝固更接近的多晶粒生长的相场模型 6

# D 相场模型

$%&% 相场控制方程

在合金相场模型中，界面被假设为相从一种状

态变逐渐为另一种状态的一个区域［<］6 因此，控制

方程中固相和液相的自由能应根据溶质和溶剂所占

的质量分数来分配，表达形式如下：

! H I "! H
#（$）J（! K "）! H

%（$）， （!）

! 8 I "! 8
#（$）J（! K "）! 8

%（$）， （#）

式中 ! 8
#，! 8

% 分别代表二元合金中不同组元的液相

的自由能，! H
%，! H

# 分别代表二元合金中不同组元的

固相的自由能，! H，! 8 代表的是合金的固、液相自

由能 6
自由能密度定义为固相和液相的自由能密度分

别乘以固相和液相的分数，再加上剩余自由能的和，

表示为

!（!，"）I &（!）! H J（! K &（"））! 8 J ’(（!），

（%）

式中 &（!）代表势函数，表示为 &（!）I!%（!& K !’!J
)!#），(（!）代表剩余自由能，表示为 (（!）I!#（! K

!）#，! H，! 8 分别为固、液相的自由能密度 6
相场控制方程可以表示为
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!! ! "［""（##）

"

"! # $!］， （$）

式中 " 为相场参数，$! 表示自由能密度对相场的一

阶导数，"（##）是与界面能有关的参数，表示为

"（##）!"%（& ’ %()*（&##））， （+）

式中 & 为各向异性的模数，通常取 $，% 为各向异性

强度系数，## 为界面与某个晶粒的优先生长方向间

的夹角 ,

## ! $（$#）’ -.(/-0!’

!(
， （1）

式中的下标 # 表示某个晶粒，!’，!( 分别表示相场

在 ( 和 ’ 轴方向的偏导数 ,
$（$#）!%##2"，（ # ! &，"，⋯，)）， （3）

) 代表晶粒的个数，%# 是 % 到 & 之间的随机数 ,

!"!" 溶质场扩散方程［#］

在模拟中，我们耦合了溶质扩散方程，其扩散方

程用自由能密度表示 , 即

!*
!! !

"+（!）
$**

"

$( )* ， （4）

式中 +（!）为溶质扩散系数，$* ，$** 为自由能密度 $
对浓度的一阶、二阶偏微分 ,

在界面区域的溶质浓度 * 是固相和液相的质

量分数的和，并且在两相平衡时，界面区域中任意点

的固相和液相的化学势相等，即

* ! ,（!）* * ’（& # ,（!））* 5， （6）

&* * *（(，!）!&5 * 5（(，!）， （&%）

式中&*，&5 分别为固相和液相的化学势 ,

7 8 相场参数的确定及模拟计算

$"%" 相场参数的确定［&］

前述相场参数的值由下面的表达式得到 ,
相场迁移率参数 " 的表达式为
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$"!" 扰 动

为了模拟实际凝固过程中界面处的随机起伏，

计算时需要加入一种扰动，本文在相场方程中加入

一个人为的随机扰动

$ !!
!( )! ! !!!! ’ &14（!）*+， （&+）

式中*是 # & 到 & 之间的随机数，+是与时间有关

的相扰动强度因子 ,

$"$" 材料物性参数

本文以 :5;"<=>（摩尔分数，全文同）合金为例，

模拟了多晶粒的枝晶的生长 , 该合金的物性参数如

表 & 所示 ,

表 & 材料物性参数表

物性参数 :5;"<=>

界面能’2（?·@# &） %8%67

熔点温度 0@2A 67787

凝固潜热 52（B?·BC# &） 7468%

热导率 &2（D·（@·B）# &） &6"81

平衡常数 &. %8&$

液相溶质扩散系数 + 5 2（@"·*# &） 78% 9 &% # 6

固相溶质扩散系数 +* 2（@"·*# &） 78% 9 &% # &7

液相线斜率 2. 1"%

$"’" 初始条件和边界条件

在我们的模型中，让晶核在模拟区域里随机分

布，晶粒的个数取小于最大形核个数的任意数 , 最

大形核个数可以有形核密度计算出来 , 假设在模型

中形核密度的变化满足高斯分布

E)
E（"0）!

)@-F

"!#"0$
GFH #

（"0 #"0@-F）
"

""0"( )
$

，

（&1）

式中"0@-F为最大形核过冷度，"0$为标准方差过冷

度，)@-F为最大形核密度［7］,
假设初始晶核半径为 /，则

(" ’ ’"#/" 时，!! &，

0 ! 0@ #"0， （&3）
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!! " "! # #! 时，!$ %，

$ $ $& ’!$， （()）

式中，!，" 分别是横坐标和纵坐标，$ 是有量纲温

度，!$ 是过冷度 *
在计算区域的边界上，!，% 采用绝热边界条件，

即 +,-./0,1&233 边界条件 *

!"#" 数值计算方法

本文选用 45/!671 为研究合金 * 计算的时间步

长受浓度场计算的限制，即!$ 8!!! 9（:& 5 ），式中

& 5 为液相中的溶质扩散系数 * 对应直角坐标系的 !
轴和 " 轴，相场和溶质场的计算网格数为 )%% ;
)%%，网格的尺寸为 ( ; (%’ )&，初始晶核设为一个网

格数为 # $ (% 的球 * 在计算程序中，晶核的半径可

以根据自己的要求来改变 * 晶核在计算网格中的坐

标值随机给定，但是晶核的个数要小于或等于方程

（(<）计算出来的值 * 采用显示有限差分同时求解方

程（:）和方程（)）* 在整个计算网格的区域内，只有

一个相场控制方程 * 在计算中，利用方程（<）和方程

（=）来实现单相场对多个晶核的控制 *

图 ( 多个晶粒和单个晶粒的枝晶生长形貌（$ $ >%% ?，’ $ %@%! &A）（2）多晶粒；（B）单晶粒

:@ 结果与分析

$"%" 枝晶形貌

图 (（2）是初始温度是 >%% ? 时，等温凝固过程

的多个晶粒共同生长在凝固时间为 %@%! &A 时的二

维模拟结果，图 (（B）图是单个晶粒在相同条件下的

模拟结果 * 在图 (（2）中有 C 个晶粒，在模拟区域边

界附近的晶粒，由于受到模拟边界条件的影响，靠近

边界的枝晶分枝受到抑制，没有完全的生长开来 *
因为凝固时间还很短，枝晶之间的距离还比较大，没

有相互影响，所以每个枝晶在没有受到边界影响的

方向上自由生长，和单个晶粒独自生长时的枝晶形

貌是相同的，如图 (（B）* 图 ! 是多个晶粒共同生长

相互影响的过程 * 图 !（2）—（D）分别表示凝固时间

从 %@%!—%@%C &A 时的枝晶形貌 * 图 ! 中 (，)，*，

&，+ 五个晶粒相互影响的生长，在枝晶生长前端受

到阻挡的时候，枝晶相对于晶粒单独生长的时候会

发生改变，发生主枝晶的弯曲，或者停止这个方向上

的生长，如 ( 枝晶的上枝在遇到 & 枝晶的下枝时，

这两个分枝都停止了这个方向上的生长 * ( 枝晶的

下枝受到 ) 枝晶的下枝的影响发生了弯曲 * 对比图

E 中 45/:@C671（质量分数）合金的金相照片，我们

可以发现很多相似之处 * 枝晶尖端受到抑制后，都

发生变形，不再是 FG23HA.G 理论中的抛物线体 * 但是

由于金相照片实质上是三维式样的一个二维切片，

所以枝晶主轴和金相制作面不是平行的，造成模拟

结果和金相图片还有一些差别 * 例如金相照片中有

许多切面不在主轴上的枝晶，而模拟的结果枝晶的

切面都是在主轴上的 *
图 : 是在相同浓度梯度下、不同温度时 FG23HA.G

理论和模拟结果的 I,J5,H 数的关系曲线 * FG23HA.G 理

论是针对单个晶粒尖端的情况，假定枝晶为旋转抛

物线体，则枝晶尖端曲率半径、生长速度与枝晶前沿

固、液界面区域的溶质浓度的关系可表示为［(%］

,（-）$"， （(>）

" $（ % 5 ’ %%）9（ % 5 ’ % A）， （!%）
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图 ! ! " #$% & 时多个晶粒的枝晶生长形貌 （’）" " $($! )*；（+）" " $($, )*；（-）" " $($. )*；（/）" " $($% )*

图 , 铝铜合金试样晶粒形貌［,］

其中，! 表 示 无 量 纲 溶 质 过 饱 和 浓 度，#（ $）为

01’23*41 函数 5 $- 是 67-873 数，% 是枝晶尖端曲率半

径，& 代表枝晶尖端生长速度，’9（$）为一指数积分

函数 5
$- " &% :!( 8， （!9）

#（$）" $7;<［$］’9（$）， （!!）

’9（$）"!
=

$

7;<（> )）
) / )， （!,）

图 . 67-873 数与温度的关系曲线

从图 . 中可以看到，在多个枝晶生长的初期，模拟结

果的 67-873 数是和 01’23*41 函数的结果比较符合的，

这说明在前期多个晶粒的生长，和单个晶粒是类似

的，从图 9 中也可以看出，到了后期，有了枝晶之间

的相互影响，枝晶生长就不再符合 01’23*41 理论了 5
这是因为枝晶尖端的生长受到抑制，速度减小造成

的 5 枝晶尖端生长的方向上有其他的晶粒生长的时

?@$9! 期 冯 力等：二元合金多晶粒的枝晶生长的等温相场模型



候，在枝晶尖端前方的区域由于有其他晶粒的生长，

释放潜热，造成过冷度降低，减小了枝晶尖端的生长

速度，从而改变了 !"#$"% 数的值 &

!"#" 枝晶的溶质分布

图 ’ 给出了多晶粒生长时的溶质分布 & 图 ’ 中

（(），（)）分别是凝固时间为 *+*, 和 *+*’ -. 时的枝

晶溶质分布 & 在图 ’（(）中可以看到，在枝晶的界面

前沿颜色最亮，表示溶质浓度最大，在这个时候溶质

已经富集到枝晶的根部，造成局部溶质升高，实际过

冷减小，导致这里的枝晶生长速度减小 & 当凝固时

间到 *+*’ -. 时，如图 ’（)）中，从固相中析出的溶质

随界面的推移富集到枝晶生长的前沿 & 最终使溶质

在晶界上富集 & 图 / 是在图 ’（)）图中横坐标 ! 0 1**
时的溶质分配，图 / 的纵坐标代表的是原子百分比

的溶质浓度，图 / 的横坐标代表的是在图 ’（)）中的

纵坐标的网格数 & 在图 / 中我们可以发现溶质的分

布是存在波峰与波谷的 & 对应图 ’（)）可以发现，波

峰所在的地方对应的是枝晶间、二次枝晶臂之间等

溶质富集的地方，波谷所在的位置都是成为固相的

枝晶的所在位置 & 波谷的最低值大致上是一样的，

波峰的最高值是有波动的 & 这是由凝固时的溶质再

分配决定的，凝固时固相向界面析出溶质，所以固相

中溶质浓度低，界面上溶质浓度高，溶质分配系数是

和温度与初始溶质浓度相关的，所以在等温的情况

下，溶质分布的波谷的最低值大约是一致的 & 对应

图 ’（)），溶质分布波峰的最高值是在被固相包围的

液相区域内，因为液相被包围，被析出的溶质向溶质

浓度低的区域的扩散通道被阻塞，造成这一区域的

溶质浓度最高 & 溶质富集在这些区域，造成这个区

域的熔点降低，从而导致这一区域的实际过冷度的

减小，使得这一区域凝固的比其他区域慢，在其他区

域已经是固相的时候，这一区域还是液相 &

图 ’ " 0 2*’ 3 时多个晶粒的枝晶生长的溶质分布 （(）# 0 *+*, -.；（)）# 0 *+*’ -.

图 / ! 0 1** 时的溶质分配曲线

!"$" 新模型的优越性

用一个相场控制方程控制多个晶核的生长，所

以在计算程序中所需要的中间变量只要满足一个相

场方程就可以计算网格内所有的晶核的生长 & 若是

使用多相场法模拟多个晶粒的生长，那么在计算区

域中有多少晶核，就需要多少相场控制方程来计算

网格内晶粒生长 & 如果在计算区域内有 $ 个晶粒，

一个相场控制方程的计算求解需要 % 个中间变量，

那么使用多相场法模拟的时候就需要 $ 4 % 个中间

变量来计算求解相场控制方程 & 在不考虑耦合其他

场的情况下，如果单相场模拟 $ 个晶粒生长的程序

的中间变量所占用的内存是 &5，那么多相场法在相

11*6 物 理 学 报 ’7 卷



同的条件下模拟 ! 个晶粒生长的程序所需要的内

存至少比单相场法所用的内存多出（ ! ! "）# "$ %
可见模拟的晶粒越多，新模型节省的内存空间越多 %
表 & 给出单相场法的新模型和多相场法分别在计算

网格数为 ’(( # ’((，网格的尺寸为 " # "(! ’ ) 的区

域内模拟 * 个晶粒的生长，使用 +,-./0(1 的个人计

算机，计算 &*((( 次所需要的时间 % 结果表明使用

新模型约能节省一半的时间 %

表 & 计算 &*((( 次所需时间表

新模型 多相场法

计算所用时间 "&0’ 2 &*0/ 2

* 0 结 论

"）基于 13456789.:;4<;7 理论和单晶粒的枝晶

生长模型，本文发展了一个新的多晶粒共同生长的

相场模型 % 在枝晶生长的初期，各个枝晶之间还没

有相互影响的时候，或者在没有受到其他因素影响

的方向上，枝晶的生长都和单个枝晶生长的情况相

同，符合经典理论 % 在枝晶生长的后期，由于枝晶间

的相互影响，枝晶的生长形貌不再符合 =>;4?@A> 理论 %
&）多个晶粒共同生长时，在相互影响的晶粒之

间有竞争生长的现象 % 在晶粒生长的过程中，每个

晶粒都会释放出潜热，使得该区域过冷度较低，这样

就导致主枝晶向过冷度大的区域生长，最终造成主

枝晶的抑制和弯曲 %
/）由于凝固过程的溶质再分配，溶质富集在枝

晶生长的界面前沿，其中包括晶粒之间，二次枝晶臂

之间，主枝晶的根部等区域 % 溶质富集在这些区域，

造成这个区域的熔点降低，从而导致实际过冷度的

减小，使得这个区域凝固的比其他区域晚，最后形成

晶界 %
B）新模型相比多相场模型能节省大量的内存

空间和计算时间 %

［"］ :A49 C D，+;3 E F，+2G4 : :，CG3 H I &((* #$%& ’()* % +,! % !"

&*J（34 +234G@G）［龙文元、蔡启舟、陈立亮、魏伯康 &((* 物理

学报 !" &*J］

［&］ :7 D，C;49 K，F27 + L，C;49 F , &((J #$%& ’()* % +,! % !! M’(
（34 +234G@G）［路 阳、王 帆、朱昌盛、王智平 &((J 物理学报

!! M’(］

［/］ F2;A N ,，O349 P，:37 H + &((/ #$%& ’()* % +,! % !# "M/M（ 34

+234G@G）［赵代平、荆 涛、柳百成 &((/ 物理学报 !# "M/M］

［B］ C2GGQG8 R R，HAG??349G8 C O，$SK;<<G4 1 H "TT& ’()* % -./ % R

"! MB&B

［*］ C;88G4 O R，HAG??349G8 C O "TT* #$%& 0.%&11 % 0&%.2 % "$ J’T
［J］ HAG??349G8 C O，C;88G4 O R "TTJ 0.%&11 % 0&%.2 % 32&!* % R #% J*M
［M］ L757U3; P，V<G $，I3) L 1，I3) C P &((& 4 % "2)*% % 5267%(

#$%—#$& "&*
［’］ I3) L 1，I3) C P，L757U3 P "TTT ’()* % -.7 % W ’( M"’J
［T］ I3) L 1，I3) C P，L757U3 P "TT’ ’()* % -.7 % W !) //"J
［"(］ X7 X E "TTT 3(.62) 68 0.%&1 +61,9,8,$&%,6! （ HG3Y349：+234;

$;S234G ,8G@@）Z"/M（34 +234G@G）［胡汉起 "TTT 金属凝固原理

（北京：中国机械出版社）第 "/M 页］

T’("& 期 冯 力等：二元合金多晶粒的枝晶生长的等温相场模型



!"#$%!&’%() *+)%( +& ’$+,"%-*#( $+(’)’&’.#,’+/ +& 0’/#-1 #((+1
2’," *3(,’4(% 5-#’/$!

!"#$ %&’）( )*#$ +,&-.&#$’）/） %0 1*#$’） +,0 2,*#$-3,"#$’）

’）（!"##$%$ "& ’()$*+(#, -.+$/.$ (/0 1/%+/$$*+/%，2(/34"5 6/+7$*,+)8 "& 9$.4/"#"%8，2(/34"5 456676，!4+/(）

/）（:(/,5 ;"/&$**"5, < !"=>",+)$ ’()$*+(#, 1/%+/$$*+/% 9$.4/"#"%8 ?$,$(*.4 !$/)$*，2(/34"5 456676，!4+/(）

（8"9"&:"; ’< =*#0*>? /664；>":&@"; A*#0@9>&BC >"9"&:"; ’5 =0#" /664）

DE@C>*9C
D #"F B,*@"-G&"H; AI;"H GI> ;"#;>&C" $>IFC, IG A0HC&BH" $>*&#@ &@ ;":"HIB"; E*@"; I# C," J&#KE">$-%*#;*0 C,"I>? *#; B,*@"-

G&"H; AI;"H IG @&#$H" $>*&#@ L M*N&#$ DH-/AIH"-20 *HHI? GI> "O*ABH"，&# 9I##"9C&I# F&C, C," 9I#9"#C>*C&I# G&"H;，F" @&A0H*C"; C,"
;"#;>&C&9 $>IFC, B>I9"@@ IG A0HC&BH" $>*&#@ ;0>&#$ &@IC,">A*H @IH&;&G&9*C&I#L M," @&A0H*C&I# @,IF"; ;"#;>&C&9 9IAB"C&C&:" $>IFC, IG
A0HC&BH" $>*&#@，*#; >"B>I;09"; C," B>I9"@@ IG ;"#;>&C" $>IFC, &# B>*9C&9*H @IH&;&G&9*C&I#L

"#$%&’()：B,*@"-G&"H;，A0HC&BH" $>*&#@，&@IC,">A*H @IH&;&G&9*C&I#，E&#*>? *HHI?
*+,,：4’’7P，QR<6J

!.>IS"9C @0BBI>C"; E? C," T*C0>*H 39&"#9" !I0#;*C&I# IG J*#@0 .>I:&#9"，2,&#*（J>*#C TIL 5+36Q’-D/7-65/）L

( U-A*&H：G"#$H&VA*&H/ L H0C L 9#

6W6’ 物 理 学 报 74 卷


