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在辅助方程法的基础上给出第一种椭圆辅助方程和函数变换相结合的一种方法，并借助符号计算系统
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# H 引 言

构造非线性发展方程的精确解是孤立子理论的

重要研究课题之一 7对于常系数的非线性发展方程，
已提出构造精确解的许多方法［#—’］7人们为了准确
地描述物质运动的规律，研究了变系数的非线性发

展方程，并获得了许多研究成果［#"—#;］7文献［#’］用
两个新的 I/00*+/ 方程得到了带强迫项变系数组合
123方程的类孤子解和三角函数解 7本文以辅助方
程法为基础给出第一种椭圆辅助方程和一种函数变

换相结合的方法，并借助符号计算系统 )*+,-.*+/0*
构造了带强迫项变系数组合 123方程［#’］的类 4*056/
椭圆函数精确解以及退化后的类孤子解和三角函

数解 7
!" J!（ "）!!# J $（ "）!$ !# J"（ "）!### K %（ "）7

（#）
其中!（ "），$（ "），"（ "），%（ "）是 "的任意函数 7方程
（#）在等离子体物理、固体物理、原子物理、流体力
学等物理当中被广泛应用 7该方程包含了 123方程
和 .123方程 7当 $（ "）K "，%（ "）K "，!（ "），"（ "）
为常数时，方程（#）转化为 123方程，它是非线性
色散波方程的典型代表 7当!（ "）K "，%（ "）K "，
$（ "），"（ "）为常数时，方程（#）转化为 .123方程，

它描述非调和晶格中声波的传播等运动 7一直以来
数学和物理学家关注 123方程和 .123方程，并获
得了许多成果 7因此构造方程（#）的精确解具有重
要意义 7

$ H 方法的介绍

假定给定的变系数非线性发展方程

&（!，!#，!"，!##，!#"，!""，⋯）K "， （$）

具有行波解 !（#，"）K !（#），# K ’（ "）# J (（ "）7 其
中 ’（ "）和 (（ "）是随时间 " 的待定函数 7我们在方
程（#）的形式解取为下列形式：

!（#，"）K !（#）

K )"（ "）J )#（ "）*（#）J
)$（ "）
*（#）
， （8）

其中 )"（ "），)#（ "），)$（ "）是随时间 " 的待定函数 7

*（#）是由下列第一种椭圆辅助方程来确定：

（ *L（#））
$ K 2 *（#）

2( )
#

$

K + J ,*$（#）J -*&（#）7 （&）
下面列出方程（&）的一部分解，其余解未列出 7
当 + K #，, K M（# J .$），- K .$ 时，

*（#）K ?A（#，.）； （(）
当 + K # M .$，, K M # J $.$，- K M .$ 时，
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!（!）! "#（!，"）； （$）
当 # ! % & ’ "(，$ ! ( % "(，% ! % &时，

!（!）! )#（!，"）； （*）
当 # ! "(，$ ! %（& ’ "(），% ! &时，

!（!）! #+（!，"）； （,）
当 # ! % "(，$ ! % & ’ ("(，% ! & % "( 时，

!（!）! #"（!，"）； （-）
当 # ! % &，$ ! ( % "(，% ! % & ’ "( 时，

!（!）! #)（!，"）； （&.）
当 # ! &，$ ! ( % "(，% ! & % "( 时，

!（!）! +"（!，"）； （&&）
当 # ! &，$ ! % & ’ ("(，% ! "(（% & ’ "(）时，

!（!）! +)（!，"）； （&(）
当 # ! & % "(，$ ! ( % "(，% ! &时，

!（!）! "+（!，"）； （&/）
当 # ! &，$ ! %（& ’ "(），% ! "( 时，

!（!）! ")（!，"）； （&0）
当 # ! "(（% & ’ "(），$ ! % & ’ ("(，% ! &时，

!（!）! )+（!，"）； （&1）
当 # ! "(，$ ! %（& ’ "(），% ! &时，

!（!）! )"（!，"）； （&$）

当 # ! & % "(

0 ，$ ! & ’ "(

( ，% ! & % "(

0 时，

!（!）!
"#（!，"）

& 2 +#（!，"）
； （&*）

当 # ! % & % "(

0 ，$ ! & ’ "(

( ，% ! % & % "(

0 时，

!（!）!
)#（!，"）

& 2 "+#（!，"）
； （&,）

当 # ! "(

0，$ ! % ( % "(

( ，% ! "(

0 时，

!（!）!
"+#（!，"）

& 2 )#（!，"）
； （&-）

当 # ! &
0，$ ! & % ("(

( ，% ! &
0 时，

!（!）!
+#（!，"）

& 2 "#（!，"）
； （(.）

当 # ! &
0，$ ! % ( ’ "(

( ，% ! "0

0 时，

!（!）!
+#（!，"）

& 2 )#（!，"）
； （(&）

当 # ! %（& % "(）(

0 ，$ ! & ’ "(

( ，% ! % &
0 时，

!（!）! ""#（!，"）2 )#（!，"）； （((）

当 # ! &
0，$ ! & % ("(

( ，% ! &
0 时，

!（!）! #+（!，"）2 "+（!，"）； （(/）

当 # ! & % "(

0 ，$ ! & ’ "(

( ，% ! & % "(

0 时，

!（!）! #"（!，"）2 +"（!，"）； （(0）

当 # ! "0

0，$ ! % ( ’ "(

( ，% ! &
0 时，

!（!）! #+（!，"）2 )+（!，"）； （(1）

当 # ! "(

0，$ ! % ( ’ "(

( ，% ! "(

0 时，

!（!）! +#（!，"）2 3"#（!，"），

!（!）!
)#（!，"）

& % "! ( +#（!，"）2 "#（!，"）
；（($）

当 # ! &
0，$ ! % % & ’ ("(

( ，% ! &
0 时，

!（!）! "+#（!，"）2 3)#（!，"）； （(*）
当 # ! &，$ ! ( % 0"(，% ! &时，

!（!）!
+#（!，"）)#（!，"）

"#（!，"）
； （(,）

当 # ! &，$ ! (，% ! "0 时，

!（!）!
+#（!，"）"#（!，"）

)#（!，"）
； （(-）

当 # ! % ("( ’ "0 ’ &，$ ! ( ’ "(，% ! &时，

!（!）!
"#（!，"）)#（!，"）

+#（!，"）
； （/.）

当 # ! "( % (" ’ &
0&( ，$ ! & ’ "(

( ’ /"，% !

&(（" % &）(
0 时，

!（!）!
"#（!，"）)#（!，"）

& & 2 +#（!，"( )） & 2 "+#（!，"( )）；

（/&）

当 # ! "( ’ (" ’ &
0&( ，$ ! & ’ "(

( % /"，% !

&(（" ’ &）(
0 时，

!（!）!
"#（!，"）)#（!，"）

& & 2 +#（!，"( )） &" "+#（!，"( )）；

（/(）

当 # !"("/ ’ "0 ’ "(，$ ! 2 $" % "( % &，% !"
0
"

时，

!（!）!
""#（!，"）)#（!，"）
"+#(（!，"）2 &

； （//）

当 # ! &，$ ! ( 2 $ & % "! ( % "(，% ! , 2 , & % "! (

% 0"( ’ 0时，

!（!）!
"#（!，"）+#（!，"）

"#(（!，"）" & % "! ( +#(（!，"）
；（/0）

当 # ! ( 2 ( & % "! ( % "(，$ ! ( 2 $ & % "! ( % "(，
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! ! " # $ % "! & 时，

#（!）!
"& ’(（!，"）)(（!，"）

" $ % "! & % *(&（!，"）
； （+,）

当 $ ! & " & $ % "! & % "&

# ，% ! "&

& "+ $ % "! & %

$，! ! $
# & % "&"& $ % "!( )& 时，

#（!）!
"& ’(（!，"）)(（!，"）

)(&（!，"）-（" $ - $ % "! &）*(（!，"）% $" $ % "! &
； （+.）

当 $ ! "& % $
# % && - ’& "( )& ，% ! "& - $

& ，! !

$
# ’& "# % && "& % ’& "& - &( )& 时，

#（!）!

&& % ’&

&& % ’& "! & - )(（!，"）

&’(（!，"）- ’*(（!，"）
； （+/）

当 $ ! $
# && - ’& "( )& ，% ! % &"& - $

& ，! !

$
# ’& "& - &( )& 时，

#（!）!

’& "& - && % ’&

&& - ’& "! & - ’(（!，"）

&)(（!，"）- ’*(（!，"）
；（+0）

当 $ ! "#

# && - ’( )& ，% ! "& % &
& ，! ! $

# ’& - &( )&

时，

#（!）!

&& - ’& % ’& "&

&& - ’! & - *(（!，"）

&)(（!，"）- ’’(（!，"）
；（+1）

当 $ ! % "& - &" - $
&& ，% ! &"& - &，! ! % && "& % &&

"&&& " 时，

#（!）!
")(&（!，"）"$

& )(&（!，"）"( )$
； （#2）

当 $ ! % "& % & $ % "! & % &
&& ，% ! &"& % #，! !

% &&（% & - "& - & $ % "! &）时，

#（!）!
$ % "! & - *(&（!，"）

& *(&（!，"）% $ % "!( )&
； （#$）

当 ! ! % "& % & $ % "! & % &
&& ，% ! &"& % #，$ !

% &&（% & - "& - & $ % "! &）时，

#（!）!
& *(&（!，"）% $ % "!( )&

$ % "! & - *(&（!，"）
3 （#&）

将 (（)，*）! (（!），! ! +（ *）) - ,（ *）和（+），（#）
式一起代入（&）式，并令 #-（!）（ - ! 2，$，&，⋯）和

).#/（!）#4（!）（ . ! 2，$；/ ! 2，$，&，⋯）的系数为零后
得到 $，%，!，02（ *），0$（ *），0&（ *），+（ *），,（ *）为未知
量的 超 定 偏 微 分 方 程 组，用 符 号 计 算 系 统

56789:67;’6求出该方程组的解，再把该方程组的每
一组解分别同（,）—（#&）式一起代入（+）式后得到
变系数非线性发展方程（&）的类 <6’=>;椭圆函数解
以及退化后的类孤子解和三角函数波解（其中 1，
&，’ 是不为零的任意常数）3

+ ? 带强迫项变系数组合 @*A方程的精
确解

下面构造带强迫项变系数组合 @*A 方程（$）
的精确解 3
在方程（$）中取
(（)，*）! 02（ *）- 0$（ *）# +（ *）) - ,（ *( )）

-
0&（ *）

# +（ *）) - ,（ *( )） 3 （#+）

将 (（)，*）! (（!），! ! +（ *）) - ,（ *）和（#），（#+）
式一起代入方程（$），并令 #-（!）（ - ! +，#，,），
)#2（!）#4（!）（ 2 ! &，#）；#.（!）#4（!）（ . ! 2，$，&，#，,，
.）的系数为零后得到如下超定偏微分方程组：

042（ *）! 3（ *），

04$（ *）! 2，

04&（ *）! 2，

0&（ *）+4（ *）! 2，

0$（ *）+4（ *）! 2，

0&+（ *）4（ *）+（ *）- .$0&（ *）++（ *）"（ *）! 2，

& 0&&（ *）02（ *）4（ *）+（ *）- 0&&（ *）+（ *）#（ *）! 2，

% & 02（ *）0$&（ *）4（ *）+（ *）% 0$&（ *）+（ *）#（ *）! 2，

% 0$+（ *）4（ *）+（ *）% .!0$（ *）++（ *）"（ *）! 2，

% 02&（ *）0$（ *）4（ *）+（ *）% 0&（ *）0$&（ *）4（ *）+（ *）

% 02（ *）0$（ *）+（ *）#（ *）

% %0$（ *）++（ *）"（ *）% 0$（ *）,4（ *）

! 2，

/1&$+期 套格图桑等：辅助方程构造带强迫项变系数组合 @*A方程的精确解



!!"（ "）!"（ "）#（ "）$（ "）

# !$（ "）!""（ "）#（ "）$（ "）# !!（ "）!"（ "）$（ "）!（ "）

# %!"（ "）$%（ "）"（ "）# !"（ "）&&（ "）

’ !(
用符号计算系统 )*+,-.*+/0* 求出该方程组的如
下解 (

!!（ "）’!’（ "）1 "，!$（ "）’ !"（ "）’ !，

$（ "）’ $，( ’ )，!"" #（ "）# 2($"
"（ "）’ !，

" !!（ "）#（ "）#!（ "）’ !，

&（ "）’ 3 (! !!"（ "）#（ "）$（ "）

# !$（ "）!" #（ "）$（ "）# !!（ "）$（ "）!（ "）

# %$%（ "）"（ " )）1 "， （44）

其中 (，%，)，$，!$ ’ !" ’ ! 是常数（积分常数均取
为零）(
将（44）式分别与（$5）—（"!），（"%），（"4），

（"2）—（"6），（%$），（%"）式一起代入（4%）式后得到
带强迫项变系数组合 718方程（$）的下列形式的
类 9*0:;/椭圆函数精确解：

*（$，$）（+，"）’ !!（ "）#
!$ 0<（#，,）

$ = ><（#，,）

#
!" $ = ><（#，,( )）

0<（#，,）
；

*（$，"）（+，"）’ !!（ "）#
!$ 1<（#，,）

$ = ,><（#，,）

#
!" $ = ,><（#，,( )）

1<（#，,）
；

*（$，%）（+，"）’ !!（ "）#
!$ ,><（#，,）
$ = 1<（#，,）

#
!" $ = 1<（#，,( )）

,><（#，,）
；

*（$，4）（+，"）’ !!（ "）#
!$ ><（#，,）

$ = 0<（#，,）

#
!" $ = 0<（#，,( )）

><（#，,）
；

*（$，?）（+，"）’ !!（ "）# !$ <>（#，,）= 0>（#，,( )）

#
!"

<>（#，,）= 0>（#，,）
；

*（$，2）（+，"）’ !!（ "）# !$ <0（#，,）= >0（#，,( )）

#
!"

<0（#，,）= >0（#，,）
；

*（$，5）（+，"）’ !!（ "）# !$ ><（#，,）= /0<（#，,( )）

#
!"

><（#，,）= /0<（#，,）
；

*（$，6）（+，"）’ !!（ "）#
!$ 1<（#，,）

$ 3 ," " ><（#，,）= 0<（#，,）

#
!" $ 3 ," " ><（#，,）= 0<（#，,( )）

1<（#，,）
；

*（$，@）（+，"）’ !!（ "）# !$ ,><（#，,）= /1<（#，,( )）

#
!"

,><（#，,）= /1<（#，,）
；

*（$，$!）（+，"）’ !!（ "）#
!$ ><（#，,）1<（#，,）

0<（#，,）

#
!" 0<（#，,）

><（#，,）1<（#，,）
；

*（$，$$）（+，"）

’ !!（ "）#
!$ 0<（#，,）1<（#，,）

- $ = ><（#，,( )） $ = ,><（#，,( )）

#
!" - $ = ><（#，,( )） $ = ,><（#，,( )）

0<（#，,）1<（#，,）
；

*（$，$"）（+，"）

’ !!（ "）#
!$ 0<（#，,）1<（#，,）

- $ = ><（#，,( )） $# ,><（#，,( )）

#
!" - $ = ><（#，,( )） $# ,><（#，,( )）

0<（#，,）1<（#，,）
；

其中

!!（ "）’!’（ "）1 "，!$（ "）’ !"（ "）’ !，

$（ "）’ $，( ’ )，!"" #（ "）# 2($"
"（ "）’ !，

" !!（ "）#（ "）#!（ "）’ !，

&（ "）’ 3!（ !!"（ "）#（ "）$（ "）# !$（ "）!" #（ "）$（ "）

# !!（ "）$（ "）!（ "）# %$%（ "）"（ "））1 "，

- ’ = $
或

- ’ = /；(，%，)，!，!$ , $ $
是常数 (
由于限于篇幅下面只讨论了类 9*0:;/椭圆函数

解 *（$，$）（+，"）退化后的类孤子解和三角函数解 (
当 , ’ $时，*（$，$）（+，"）退化为下列变速类孤

子解：

*%（$，$）（+，"）’ !!（ "）# !$ (0:>, $+ 3 (! !!"（ "）#（ "）$（ "）

# !$（ "）!" #（ "）$（ "）# !!（ "）$（ "）!（ "）

# %$%（ "）"（ " )）1 )" (

当 , ’ !时，*（$，$）（+，"）退化为下列变速三角

函数解：

*%%（$，$）（+，"）

6@"$ 物 理 学 报 ?5卷



! !"（ "）

#
!$ %&’（!）# ’(%（!）# !) # ’*+（!( )） ,-+（!( )）

!$ # ’*+（!）
，

其中

!"（ "）!"#（ "）. "，!$（ "）! !)（ "）! !，

$（ "）! $，% ! &，!)) ’（ "）# /%$)"（ "）! "，

) !"（ "）’（ "）##（ "）! "，

! ! $( 0 (" !")（ "）’（ "）$（ "）# !$（ "）!) ’（ "）$（ "）

# !"（ "）$（ "）#（ "）# )$1（ "）"（ " )）. " 2
当 !)（ "）! "时，（31）式变成为下列形式：

*（(，"）! !"（ "）# !$（ "）+ $（ "）( # ,（ "( )） 2
（34）

将（3），（34）式一起代入（$）式，并令 +-（!）（ - ! "，
$），(+5（!）；+

.（!）+5（!）（ . ! "，$，)）的系数为零后得
到如下超定偏微分方程组：

0 #（ "）# !5 "（ "）! "，

!5 $（ "）! "，

) !$)（ "）!"（ "）’（ "）$（ "）# !$)（ "）$（ "）#（ "）! "，

!$1（ "）’（ "）$（ "）# /&!$（ "）$1（ "）"（ "）! "，

!$（ "）$5（ "）! "，

!$（ "）!")（ "）’（ "）$（ "）# !$（ "）!"（ "）$（ "）#（ "）

# )!$（ "）$1（ "）"（ "）# !$（ "）,5（ "）! "2
用符号计算系统6-,7(8-,*%-求出该方程组的如下解 2

!"（ "）!"#（ "）. "，

!$（ "）! !$，#（ "）# )’（ "）!"（ "）! "，

$（ "）! $，!$) ’（ "）# /&$)"（ "）! "，

,（ "）! 0 ("$!")（ "）’（ "）# $!"（ "）#（ "）

# )$1"（ " )）. "， （3/）
其中 )，&，$，!$ 是常数 2
将（3/）式分别与（4）—（3)）式一起代入（34）式

后也得到带强迫项变系数组合 9.:方程（$）的其他
形式的类 ;-%&<*椭圆函数精确解（限于篇幅这里未
列出）2

3 = 结 论

本文给出辅助方程和函数变换相结合的一种方

法，并构造了带强迫项变系数组合 9.:方程的新的
类 ;-%&<*椭圆函数精确解以及类孤子解和三角函数
解（限于篇幅一些退化后的类孤子解和三角函数解

未列出）2文献［$>］未能得到本文所得到的类 ;-%&<*
椭圆函数精确解以及类孤子解和三角函数解 2该方
法也得到两类变系数 9.:方程［$4—$?］等变系数非线
性发展方程更多新的类 ;-%&<*椭圆函数精确解 2实

际上方程（3）通过变换 +（!）!
$

/（!）
，后变成为下

列方程：

/5（!( )） ) ! ./（!）
.( )
!

)

! & # )/)（!）# %/3（!）2

（3@）
这就说明从（$$）—（3)）式当中置换 % 和 & 后得到方
程（3）的更多的解（限于篇幅这些解未列出）2

［$］ A-+B 6 C $>>4 012. 2 34"" 2 D !"" $/>
［)］ A-+B 6 C $>>/ 012. 2 34"" 2 D #!$ )@>
［1］ E*F(+.-&F(G* EH+ ; )""1 012. 2 34"" 2 D $%" 1?@
［3］ I-FJ(’ K ;，LHMMN O P $>>/ 56’$*" 2 012. 2 56’’*7 2 "& )??
［4］ Q7(+ R，C* O )""3 56’’*7 2 81469 2 012. 2（O(*G*+B，Q7*+-）

’! $
［/］ C* S 6 )""4 51:7 2 012. 2 !’ )4$
［@］ TH U V，C*H E 9，C*H E L )""3 56’’*7 2 81469 2 012. 2（O(*G*+B，

Q7*+-）’# 131
［?］ C* S 6 )""1 56’’*7 2 81469 2 012. 2（O(*G*+B，Q7*+-）$" 1>4
［>］ U7-& W X，U7* S R，U7-+B S X )""/ 51:7 2 012. 2 !( ))")
［$"］ U7H U Y $>>1 012. 2 34"" 2 D !&% 3">
［$$］ U7H U Y $>>1 012. 2 34"" 2 D !&# )@@
［$)］ S&+B A，;H+B R L $>>> 012. 2 34"" 2 D #() $3>
［$1］ A-+B 6 C )""$ 012. 2 34"" 2 D #&) )$$

［$3］ R-+ U R，U7-+B S X $>>> ;&"% 2 012. 2 <:7 2 ’& $>4@（ *+

Q7*+(’(）［闫振亚、张鸿庆 $>>> 物理学报 ’& $>4@］

［$4］ TH U V，C*H E L，C*H E 9，U7-& X )""3 ;$$= 2 >%"1 2 >4&1 2 #(

/@（*+ Q7*+(’(）［付遵涛、刘式达、刘式适、赵 强 )""3应用数

学和力学 #( /@］

［$/］ C*H E 9，TH U V，C*H E L，U7-& X )"") ;&"% 2 012. 2 <:7 2 (!

$>)1（*+ Q7*+(’(）［刘式适、付遵涛、刘式达、赵 强 )"")物理

学报 (! $>)1］

［$@］ C*H Q E )""4 ;&"% 2 012. 2 <:7 2 (’ 34"/（*+ Q7*+(’(）［刘成仕

)""4 物理学报 (’ 34"/］

［$?］ U7-+B ; T，Q7(+ T R )""$ ;&"% 2 012. 2 <:7 2 (% $/3?（ *+

Q7*+(’(）［张解放、陈芳跃 )""$ 物理学报 (% $/3?］

［$>］ CH L Q，S&+B O ;，V*-+ C W )""/ ;&"% 2 012. 2 <:7 2 (( 4/$@（*+

Q7*+(’(）［卢殿臣、烘宝剑、田立新 )""/ 物理学报 (( 4/$@］

>>)$1期 套格图桑等：辅助方程构造带强迫项变系数组合 9.:方程的精确解
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