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对一类特殊的非完整力学系统的动力学性质进行数值研究，采用当前比较优越的保结构算法进行数值计算，

并和传统的 )*+,-./*001 方法进行比较 2 通过计算结果的比较而得出辛算法在这类特殊的非完整力学系统的数值

计算中的优越性 2
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" ? 引 言

非完整系统是一类广泛存在于物理学、力学以

及工程等领域中的动力学系统 2 近 "# 年来，非完整

力学系统的发展主要集中在两个相互关联的方向

上，一个是非完整运动规划，另一个则是非完整约束

系统的几何动力学 2 这两个方面的研究都是充分利

用了现代几何学，如纤维丛理论，辛流形和 BA<<8A+
流行结构等［"—$］2 而数值计算对非完整力学的理论

验证和应用研究越来越重要，数值计算不仅是非完

整约束力学系统几何动力学的有力补充，而且几何

动力学是保结构数值计算的基础，同时数值计算也

是联系非完整力学的理论研究和实际应用的纽带 2
因此，对非完整力学系统的数值算法的研究就非常

的重要 2 但目前，非完整约束力学系统的数值计算

方面的研究工作屈指可数［(，3］，这将严重影响非完整

力学系统的理论研究新成果对运动规划及在实际生

产等领域中的应用 2
众所周知，几乎所有的完整系统，都能表示成

C17890A+ 正则方程的形式 2 正则坐标和正则动量形

成的相空间具有辛结构 2 冯康［%］正是基于 C17890A+
力学的基本原理：正则方程的解由一个单参数辛群

｛!"
C；D! E " E!｝生成，提出了 C17890A+ 系统的辛

算法，它使离散化后的差分方程保持原有系统的辛

结构，从而使数值计算精度得到了大大的提高，并在

许多领域得到了广泛的应用，例如，辛算法已经应用

到量子力学和强场物理，化学反应动力学，天体力学

和大气与海洋科学，分子动力学、等离子体物理和地

学等领域的研究中 2
由于在非完整系统中，非完整约束对力学系统

相空间辛结构的破坏［"，’—"&］，使得对于完整系统成

立的保辛算法不再适用，需要寻求新的保结构数值

算法来进行非完整力学系统的数值计算，以得到较

精确的数值结果 2 但对于一些特殊的非完整系统，

在适当的条件下，却可以将非完整系统的运动方程

的积分问题归结为有条件的完整系统运动方程的积

分问 题［"$］，对 于 这 类 方 程，我 们 仍 然 可 以 应 用

C17890A+ 系统的辛算法对其进行数值求解 2
本文将对在非势广义力和约束反力为广义势情

形的非完整力学系统进行数值计算，采用辛算法和

)*+,-./*00- 方法，并分别将算得的数值结果和解析

解进行比较，得出辛算法计算的优越性 2

& ? 带乘子的方程的 51,F1+,- 化［"$］

设力学系统的位形由 # 个广义坐标 $"，⋯，$#

确定，系统受有 ! 个一阶非线性非完整约束

%"（$& ，$·& ，"）G #，（" G "，⋯，!；& G "，⋯，#），

（"）
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则系统的运动方程为
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# %$ $!$ ，（ $ # %，⋯，&），（&）

其中
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’
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’

利用（%），（&）两式，可以把 ()*+),*- 乘子#" 表示成

广义坐标，广义速度和时间的函数，即

#" ##"（#$ ，#·$ ，!），

将其代入（&）式，可以得到

!
! !
!"
!#·( )

$
"!"
!#$

# %.$ ，（ $ # %，⋯，&）， （/）

其中

%.$ # %$ $!$ # %.$（ !，#，#·）

根据非完整系统 ()*+),*- 力学逆问题的理论，我们

有如下的结论：

定理 若 %.$ 有广义势，即满足自伴随条件
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则非完整系统（/）有下面的解析表达式：

!
! !
!+.
!#·( )

$
"!+.
!#$

# 1，（ $ # %，⋯，&）， （2）

这里

+. # " $!
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) # %
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%.)（ !，$#，$#·）!$’ （3）

该 ()*+),*- 函数的构造并不是唯一的 ’
利用 (-*-,!+- 变换，则可以得到对应的 4)56789,

函数和广义动量

,. # !
&

$ # %
-.$ #

·
$ " +. ，-.$ # !+.

!#·$

，（ $ # %，⋯，&），

（:）

从而我们可以得到系统的 4)56789, 正则方程

#·$ # !,.
!-.$

，-·.$ # "!,.
!#$

，（ $ # %，⋯，&），（;）

方程（;）有完整力学系统正则方程的形式，所以非完

整系统是可以作为有条件的完整力学系统问题来研

究的，求解方程（;）就可以得出非完整系统运动的相

应解 ’

/ < 一般经典 4)56789, 系统的辛格式［%0］

4)56789, 函数（:）是 && 个变量 -.% ，⋯，-.& ；#%，

⋯，#& 的可微函数 ’
令 . #（ -.% ，⋯，-.& ，#%，⋯ #& ）=，则正则方程（;）

可以写成下面紧凑的形式：

! .
! ! # / "%!,.

!. ， （>）

其中

/ #
1 0&

" 0&( )1
（%1）

是标准辛矩阵，0& 和 1 分别是 & 阶单位矩阵和零矩

阵 ’ 基于 4)56789, 力学的基本原理：正则方程的解

由一个单参数辛群｛’!
4；"% ? ! ?%｝生成，采用冯

康［0］等人提出的正则方程的辛算法，可以计算上面

的正则方程（;），从而得到方程（;）的数值解 ’
冯康考虑正则恒等变换的生成函数，可以生成

一个辛变换，因而基于 4)56789, 相流的生成函数，可

以构造辛差分格式 ’ 例如对于一般经典 4)56789, 系

统（>），@A7-+ 中点格式

.&$% " .&

$ # / "% !,.
!( ). .&$% $ .&( )&

（%%）

是 & 阶辛格式，这里$是时间步长 ’ 又如基于生成

函数构造的 % 阶辛差分格式为

-. &$% # -. & "$ !
,.
!( )# （ -. &$%，#& ）

，

#. &$% # #& $$ !
,.
!-( ). （ -. &$%，#& ）

， （%&）

另外还有具有更高精度的基于生成函数构造的 0 阶

辛差分格式为
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以上的（%%），（%&），（%/）式都是隐式的形式，计算起

来比较繁琐，需要做迭代 ’
而对于 4)56789, 函数显含时间的可分 4)56789,

系统，其 4)56789, 函数有下面的形式

,.（-. ，#，!）# %
&［-. = ,.（ !）-. $ #= ,.（ !）#］

# ,%（-. ，!）$ ,&（#，!）’ （%0）

对于显含时间的可分 4)56789, 系统（%0），我们可以

有 % 阶显式辛格式

-. &$% # -. & "$ !
,&（#，!）
!( )# #& ，!&$( )%

&

，
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和 % 阶显式辛格式
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其中 %" ! "
%
# %) ! " !( )"

% !*

依此类推，我们还可以得到更高阶的显式辛

格式［"&］*

+ , 算 例

在此，我们给出一个例题，利用辛算法和一般的

-./0123.445（-23）方法对同一个问题求解，并与精确

解进行比较 *
例 设力学系统的位置用两个广义坐标 !"，!%

来确定，动能 & 和势能 ’ 分别为

& # "
%（!·%

" ! !·%
%）， ’ # )，

系统所受的非完整约束

( # !·" ! )%!·% ’ )!% ! % # )， （"6）

其中 ) 为常数 *
系统的 -7.48 方程为

!9 " #"，!9 % #")%， （":）

将（"6）式两端对 % 求导，得

!9 " ! )%!9 % ! " # )， （";）

将（":）式代入（";）式，解得" # ’ "
" ! )% %%

，则系统

的运动方程表示为

!9 " # ’ "
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，!9 % # ’ )%
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从而可以写出 *$ 为
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%）! "

) !
·

" 5<=45/)%

! "
%)!

·
% >/（" ! )% %%），

这样由 $$+ #!*$
!!·+

得出
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%) >/（" ! )% %%），
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则由 ?101/@<1 变换，得 A5BC>47/ 函数
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这样我们得到 A5BC>47/ 正则方程组

!·" # !#$
!$$"

， !·% # !#$
!$$%

，

$·$" #
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@ % ， $·$% #

@$$%
@ % ， （%"）

从而构成了 A5BC>47/ 正则方程组，我们就可以利用

数值方法来求解上面的正则方程组 *
而上面的问题可以利用 A5BC>47/2D5=7EC 方法得

到精确解［"+］*

!" # ’ %
) 5<=45/)% ! "

%)% >/（" ! )% %%）! ," % ! ,%，

!% # %
) ’ "

)% 5<=45/)% ’ %
%) >/（" ! )% %%）! -" % ! -%，

这里的 ,"，,%，-"，-% 都是积分常数，由初始条件

来确定，并且有 ," ’ )-% # ) *
我们对上面的例题分别采用辛算法和 -./012

3.445 法进行计算，得到该例题的数值解 * 并通过比

较两种数值方法计算所得数值解和精确解之间的相

对误差来说明两种数值方法之间的差别 *
为了计算方便，我们选取如下的初始条件：

!"（)）# ,% # "，

!%（)）# -% # "，

如果 ) # "，则 ," # "，而 -" 没有限制，所以可以任

意取值，我们也将其取为 -" # " * 利用（%)）式，可以

得到初始时刻的动量为

$$"（)）# ," # "，

$$%（)）# -" # " *
在计算过程中，我们分别采用了（"(）式所示的

% 阶显式辛格式和 % 阶 -23 方法进行计算，取时间

步长为!# ),)"，计算到了 ");!的时间 *
在下面我们给出了采用辛算法和 -23 方法算

得的数值结果和精确解之间的相对误差随时间变化

的比较图 * 图 " 为 !" 的相对误差，图 % 为 !% 的相对

误差 *
从图 "，图 %，我们可以看出，采用辛算法算得的

数值结果较相同精度的 -23 方法算得的相对误差

更小，结果更精确 * 可以肯定，如果我们采用更高阶
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的辛格式，将得到更加精确的数值结果 ! 因此我们

在计算同类问题时，在精确解不易得到的情况下采

用辛算法进行数值计算可以得到更好的结果，在工

程应用中能够给工程带来更精确的参考数据 !

图 " !" 的相对误差
图 # !# 的相对误差
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