
具有非对角开边界的 !"（!）不变 "#$%%$&’ 模型

的精确解!

唐美娟! 王延申"

（西安交通大学理学院应用物理系，西安 #$%%&’）

（(%%# 年 ) 月 # 日收到；(%%# 年 # 月 *% 日收到修改稿）

利用量子反散射方法研究了 $ + $ 维时空中具有非对角开边界条件下的 !"（(）不变 ,-.//.01 模型 2 于辅助空间

引入独立于谱参量的规范变换，找到了适当的 3456 真空态 2 通过 789-8 :0;<9= 方法得到了系统相应转移矩阵的本征

值和本征态，及其谱参数所满足的 789-8 :0;<9= 方程，并讨论了体系的边界自由度 2
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$ K 引 言

$ + $ 维时空中 !"（(）不变 ,-.//.01 模型（ !"（(）

L,M）源于相对论量子场论的研究［$］，描述了无静质

量四费米子的相互作用，其拉格朗日为［(，*］
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其中费米场!N｛!
%
’ ｝，’ N $，( 表示旋量指标，%N $，

( 为螺旋度指标；"# 为二维狄拉克矩阵："% N$(，"$

N .$)，"? N$* ；$% 为作用于螺旋度指标的泡利矩阵 2
该模型无论于经典层次还是于量子水平上都具有完

全可积性［*］2 在周期边界条件下其精确解由 789-8
:0;<9= 方法得到［*］2 在可积开边界条件下，其边界算

符通过玻色化方法给出［&］，其无穷多守恒量的本征

值由解析 789-8 :0;<9= 方法得到［?］2 但上述开边界

条件所研究的边界反射矩阵均限于对角形式，具有

一定特殊性 2 为给人们提供丰富而更为有效的理

论信息，研究具有非对角形式边界反射矩阵的可积

!"（(）L,M的精确解成为必要 2
目前，处理 $ + $ 维时空量子场论和 ( 维经典统

计物理中的可积模型的一个有效方法是量子反散射

法（PLQM）［)—>］2 对于 !"（(）L,M，周期边界条件下的

核心是可因式化散射矩阵［*］
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-’+ 是置换算符，’%，’$ 是与耦合参数相关的量，
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矩阵 ,’+（&’ O&+）满足杨A7<G98/ 方程
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该模型哈密顿量的 0 粒子本征态的构造及其能谱

归结于如下本征值问题：

1（&）( N )（&；&$，⋯，&2）(，

这里 1（&）是作用于 (0 维螺旋度指标上的转移矩

阵，1（&）N 9/% 3（&），3（&）是二维辅助空间“%”上的单

值矩阵
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其中 #" "
&
#（"%#" ），#"!｛&，% &｝代表第 " 个赝粒

子的螺旋度，!&，!# 为泡利矩阵 ’ ()*+ 在开边界条

件下的推广由 ,-./.0123［4］和 *3567121［&!］提出 ’ 为确

保模型的可积性，除了要求 ’8 矩阵是杨8 97:;./ 方程

（<）的一个解之外，同时必须使边界反射矩阵( %（"）

和 ( $（"）分别满足反射杨8 97:;./ 方程
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及其对偶方程
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其中 (&（"）" (（"）"&，(#（"）" &"(（"）’ 代替（?）

式的是双行单值矩阵

)（"）" *（"）( %（"）* %&（%"）， （@）

其中 *（"）为周期边界时的单值矩阵 ’ 利用方程

（<），（=）可证明双行单值矩阵满足反射方程
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根据 *3567121 方案［&!］，系统的转移矩阵
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形成对易关系族［!（"&），!（"#）］" !，保证了系统的

可积性 ’ 此时哈密顿量的 + 粒子本征态的构造及

其能谱归结于!（"）% "&（"）%的本征值问题 ’ 根

据 ’8 矩阵的幺正性和交叉幺正性
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可知交叉参数$" #% ’ 利用（#），（=），（>）式可得 .)
（#）)C+ 的边界反射矩阵
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其中’，$，/ 为左边界参量，(，$D，/D为右边界参量 ’
本文正是针对上述具体形式的边界反射矩阵，

研究了可积 .)（#）)C+ 精确解问题 ’ 由于反射矩阵

的矩阵元均为非零值，这使得模型相应转移矩阵的

对角化变得异常困难 ’ 为解决该问题，本文首先采

用独立于谱参量的规范变换对模型进行处理，找到

了满足转移矩阵对角化要求的适当赝真空态，然后

通过 9.;-. E1F7;G 方法得到该模型转移矩阵的本征

值及其 9.;-. E1F7;G 方程，并讨论了系统的边界自由

度问题 ’
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定义规范变换矩阵
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其逆矩阵分别为
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选取作用于第 " 个量子空间的 IJK3 参考态为

*〉" ") $〉" $ %〉" ， （&>）

其中 &" ，%" ，2" ，*" 为独立于谱参量和边界参量的任

意函数且仅 2& && "*& %&，参数)和 1 分别满足关

系式
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利用规范变换重新定义局域单值 !"8 算符
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作用于参考态 *〉" 上，可得
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根据散射矩阵的幺正性，有 & ) %
" （ #" ）! &"（ ) #" ），则

可定义

"’"（#"）# & )%
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很容易验证 & ) %
" （ ) #"）作规范变换后所得矩阵的右

上元作用于真空参考态 !〉" 上为非零，而左下元作

用于真空参考态上为零，即 !〉" 可被选择为"（#）

的局域真空态 ’ 由此，"（#）的 *+,- 真空态可定义为
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将重新定义的单值矩阵
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作用到 *+,- 真空态$( 上得
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由（%.），（%/），（&(）式可知
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为了在形式上对称，将经规范变换了的双行单

值矩阵的谱参量平移 ) % 后，双行单值矩阵可写为
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很容易验证上式仍然满足反射方程式（.）’ 其中
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若将（&2）式作用到 *+,- 真空$( 上，
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同时利用（"）式满足杨456789: 方程所得对易关系和

（&0）—（&1）式，可得
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若定义
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则
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故证明了$( 既为 1（#），&4（#）的共同本征态，同时

也是开边界下"（#）的真空参考态 ’

0 < 转移矩阵的本征值和 598=9 >?@68A
方程

为了便于利用 598=9 >?@68A 方法［%%］求解转移矩

阵的本征值和 598=9 >?@68A 方程，我们将双行单值矩

阵&/(（#）代入反射方程式（.）并利用（0%）式，得到如

下对易关系式：
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; 2（#&）&4（#%）)
&%（#% $ %）
#%（#% )#&）
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根据规范变换性质且利用（’"）式，转移矩阵可写成
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再利用开边界条件下 *+,- 真空态的性质，可以

将转移矩阵的本征态构造为

# ( !（!"）!（!#）⋯!（!’）⋯!（!&）#. &（’/）

把转移矩阵"（!）作用到本征态# 上，并利用对易

关系式（’’）及（#0）式和（’#）式，可得开边界条件下

转移矩阵于本征态#上的本征值
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谱参数｛!’｝为满足关系式

$
&

0 ( "
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)（!’）

)1（!’）［!’（!’ % #）"% $
"（!’）$（!’ % #）"% $

)（!’）］

（’3）

（即 45675 89:;6< 方 程）的 解 & 类 似 于 周 期 边 界 条

件［’］，当取!(&, 时可得 12（#）=>? 于开边界条件下

表征体系波矢的本征值 %@, ：

5A%@, 3 ( $（&,；!"，⋯，!&）& （’B）

再将 %@, 代入能量表达式4 (%
+

, ( "
&/

,%@, ，可确定体系

于开边界条件下的物理行为 & 然而体系波矢的本征

值及其 45675 89:;6< 方程除了受谱参数影响外，还受

到反射矩阵非对角元上边界参数的约束

5C（" D " $& .5）( 5（" $ " $ 5C .& C ）

或

5（" % " $ .C 5& C ）( 5（" D " $& 5.），

即当设定系统左右两边任一边的边界参数时，约束

方程限制了系统的另一边界上的参数，这表明本文

所用的局域规范变换方法仍具有一定的局限性，并

不能处理具有任意非对角边界参量的可积模型 &

) E 结 论

本文应用了量子反散射方法研究可积开边界条

件下的 12（#）=>?，在非对角边界反射矩阵的情形

下构造了转移矩阵的本征态，得到了相应的本征值、

45675 89:;6< 方程 & 为了求得转移矩阵的本征值和

45675 89:;6< 方程，文中引入了更为一般的独立于谱

参量的规范变换对系统进行处理［3，"#—")］，得到了限

制系统边界自由度的约束关系，与文献［/］所得结果

相比一定程度上体现了边界反射矩阵中非对角元对

系统的重要影响 & 由于边界自由度于一定程度上影

响着表征系统波矢的本征值，势必影响整个系统的

性质 & 如何在边界自由度无约束条件下精确求解一

般开边界可积系统将成为一种挑战 & 人们证明了连

续极限条件下有质量 >7AFFA9G 模型与海森伯 678 自

旋链是等价的［"/］，而对于无质量 >7AFFA9G 模型与自

旋链的关系仍是人们近来关注的热点之一［"2］，对

12（#）=>? 的研究在一定程度上给人们提供了有关

无质量 >7AFFA9G 模型的丰富有效的理论信息 & 从转

移矩阵的本征值和 %@, 的表达式可以看出耦合常数

9( 的影响占主要，而流流相互作用 9: 的影响并不显

著，这表明本文的 12（#）=>? 仅是无质量 >7AFFA9G 模

型的一种理想情形，也就是说当进一步考虑流流相互

作用时系统将更能真实的反映无质量 >7AFFA9G 模型 &

’2’"’ 期 唐美娟等：具有非对角开边界的 12（#）不变 >7AFFA9G 模型的精确解
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