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基于分数阶系统稳定性理论，提出了用状态观测器来实现分数阶混沌系统完全状态投影同步的思想 * 设计的

状态观测器能够实现一类非线性分数阶系统的完全状态投影同步而不要求分数阶混沌系统是部分线性的，推广了

投影同步的应用范围，且无需计算系统的条件 +,-./012 指数 * 另外，该方法理论严格，设计简单，能够达到任意比例

因子的完全状态同步 * 最后，利用该方法实现了分数阶 3455678 系统的完全状态投影同步，数值仿真结果证实了它

的有效性 *
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" 9 引 言

分数阶微积分几乎与整数阶微积分有同样长的

历史，但分数阶微积分在物理和工程中的应用最近

才引起人们的研究兴趣 * 事实上许多系统都能呈现

出分数阶动力学行为，例如黏滞系统、电介质极化和

电磁波等 * 近年来，分数阶混沌系统引起人们广泛

的兴趣和深入地研究，在 :;/-’5 电路［"］、:;70 系

统［&，<］、+= 系统［$］、混沌电子振荡器［(］、3455678 系统

和超混沌 3455678 系统［’］中，通过数值仿真，发现当

系统的阶数为分数时，系统仍呈现混沌或超混沌状

态，且更能反映系统所呈现的物理现象，这极大地促

进了分数阶混沌系统的研究及分数阶微积分理论的

发展 *
自从 "%%# 年 >7?18- 和 :-88166 提出了混沌同步

的概念和方法［!］以来，随着混沌同步研究的不断深

入，人们发现它在保密通信和振荡发生器设计等领

域有着巨大的应用前景，于是混沌控制与同步已成

为混沌和控制领域的研究热点 * 到目前为止，文献

中已经提出了许多有效的混沌同步控制方法［)，%］*
然而，由于分数阶混沌系统实现同步的复杂性，对于

分数 阶 混 沌 系 统 的 同 步 控 制 的 研 究 却 相 对 较

少［"#—"&］* "%%% 年，@-A0A78A 和 37;-?7B 在部分线性混

沌系统中观察到一种新的同步现象———投影同步

（.81C7?DA27 5,0?;810AE-DA10）［"<］，就是驱动F响应系统可

以同步到一个比例因子上，由于投影同步可以把二

进制数扩展到 ! 进制来实现通信信号的更快传输，

因此对此类同步现象的研究已成为混沌系统同步研

究的一个新方向 * 目前，在有关投影同步的研究中，

要求所研究的混沌系统是部分线性的，可以表示为

"·G !（ #）·"， （"）

#·G $（"，#）， （&）

式中 # 既是状态变量又是控制信号，这一要求限制

了大多数的分数阶混沌系统，包括 3455678 系统 *
本文基于分数阶系统稳定性理论，提出了用状

态观测器来实现分数阶混沌系统完全状态投影同步

的思想 * 该同步方法能够实现一类非线性分数阶系

统的完全状态投影同步而不要求分数阶混沌系统是

部分线性的，推广了投影同步的应用范围，且无需计

算系统的条件 +,-./012 指数 * 另外，该同步方法理

论严格，设计简单，能够达到任意比例因子的完全状

态同步 * 最后，本文利用该同步方法实现了分数阶

3455678 系统的投影同步，数值仿真结果证实了该方

法的有效性 *

& 9 分数阶微分及数值算法

分数阶微分的定义有好几种［"$］，但常用的是

3A7H-00F+A1/2A667（3+）定义，其数学表达式如下：
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式中"（·）为 ()**) 函数，# $ #"!+ #，# 为整数 ,
目前，实施分数阶微积分运算的求解方法有多

种，但常用的方法主要有波特图近似方法［#-］和预

估.校正方法［#/］，下面简单介绍本文利用的预估.校
正方法，即广义的 0!)*1.2)1345673.859:75; 方法，考

虑如下微分方程：
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方程（<）与 =5:7>66) 积分方程
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等价 , 取 ’ " %
( ，"# " #’，# " %，#，⋯，($) & ，（-）式

可离散化为
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（-）式与（/）式的误差为 *)@ + " %，#，⋯，( A $（ "+）$ $’（ "+ ）A
" .（’*），其中 * " *B;（?，# &!）,

’ C 基于非线性观测器的完全状态投影

同步理论

设分数阶驱动系统为

!!/
! "! " 0/ & 1·2（/）& 3， （D）

式中 % +!"#，0$4# E # ，1$4# E 5，3$4# ，2：4#%
45（5"#）为非线性映射，0/ 为线性部分，12（ /）

为非线性部分，3 为常数 , 许多分数阶混沌系统都

可以写成（D）式的形式，例如分数阶 F39)G1 电路，分

数阶 F3>; 系统，分数阶 HI 系统，分数阶 JK11:>6 系统

和超混沌 JK11:>6 系统等 ,
令（D）式的输出为

6（/）" 7/ &$2（/）， （L）

式中 7$45 E # 为反馈增益，$$4 & 为任意常数 ,
则分数阶状态观测器（响应系统）为

!!$
! "! " 0$ & 1·2（$）&%3

& 1( )$ ·（%6（/）$ 6（$））， （M）

式中%为达到投影同步的比例因子，设分数阶驱动

系统（D）和分数阶响应系统（M）的同步误差 8 "%/ $
$，根据分数阶微分的性质，有

!!8
! "! "%

!!/
! "! $ !!$

! "! , （#%）

代入（D），（L）和（M）式，（#%）式可化为

!!8
!"! " 08 &%12（/）$ 12（$）$ 1( )$ ·（%6（/）$ 6（$））

" 08 $ 17
$

· 8 " 08 $ 198 "（0 $ 19）8，（##）

式中 9 " 7
$

，0，1 可控，（0 $ 19）为时不变矩阵，由

分数阶线性系统的稳定性理论［#D］可知，当 A )6(（&:（0

$ 19））A N!!? ，: " #，?，⋯，# 时，有 :B*
"%O
& 8& " %，即

:B*
"%O
&%/ $ $& " %，这样分数阶驱动系统（D）和响应

系统（M）达到了完全状态投影同步 , 根据控制理论

中的零极点配置方法，适当选取增益向量 9，可以使

得 A )6(（&:（0 $ 19））A N!!? ，: " #，?，⋯，#，则有 8%

%，从而实现两个分数阶系统的投影同步 , 另外，（0
$ 19）与比例因子%无关，因此基于（M）式的分数阶

观测器同步控制方法能够应用到任意比例因子 ,
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!" 数值仿真

将分数阶 #$%%&’( 系统写成（)）式的形式，有
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当系统参数 # . % . /",，$ . 3 时，!.（+，+，/"4），分

数 阶 #$%%&’( 系 统 是 混 沌 的，混 沌 吸 引 子 如 图 +
所示 2

图 + 分数阶 #$%%&’( 系统的混沌吸引子

图 , （5）完全状态投影同步相图（". ,），（6）同步误差

选取 &（!）.#!+ !- 1!
-

’ . +
(’!’ ，响应系统为
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则误差方程为
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显然 +，, 是可控的，任取$’（+ 0 ,-）.［ 0 /"3，0 +，

0 ,］，’ . +，,，-，令# . +，利用极点配置方法，可得 .
.［ 0 -",! ,"/3, 0 +"-］，将反馈增益 . 代入系统

（+-），驱动系统（+,）与响应系统（+-）达到完全状态变

量的投影同步，当". , 时，!.（+，+，/"4），利用预估8
校正算法，可得驱动系统（+,）和响应系统（+-）的完全

状态投影同步相图如图 ,（5）所示，设同步误差 / .

（"!+ 0 )+）
, 1（"!, 0 ),）, 1（"!, 0 ),）" , ，得同步误差

如图 ,（6）所示，当". 0 , 时，!.（+，+，/"4），可得驱

动系统（+,）和响应系统（+-）的反相位完全状态投影

同步相图如图 -（5）所示，同步误差如图 -（6）所示 2

3 " 结 论

本文基于分数阶系统稳定性理论，提出了用状

态观测器来实现分数阶混沌系统完全状态投影同步

的思想 2 设计的分数阶状态观测器能够实现一类非

线性分数阶系统的投影同步而不要求分数阶混沌系
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图 ! （"）反相位完全状态投影同步相图（!# $ %），（&）同步误差

统是部分线性的，推广了投影同步的适用范围，且无

需计算系统的条件 ’(")*+,- 指数 . 另外，该同步方

法理论严格，设计简单，能够达到任意比例因子的完

全状态同步 . 最后，利用该同步方法实现了分数阶

/011234 系统的完全状态投影同步，数值仿真结果证

实了该方法的有效性，为分数阶混沌系统在实际中

的应用提供了理论依据 .

［5］ 6"472( 8 8，’,43+9, : ;，<"==34 6 > 5??@ !""" #$%&’ . ()*A !
!" BC@

［%］ ’D : E，:F3+ E / %GGB (+%,’，*,-./.,&’ %&0 1$%2/%-’ "" @B?
［!］ ’* H E，:F3+ E / %GGI (+%,’，*,-./.,&’ %&0 1$%2/%-’ "# IC@
［B］ ’* H E %GGI 3+4’ . 56// . J $%! !G@
［@］ E", K，L* H M %GG@ (+. . 3+4’ . &! ?GC
［I］ ’D : E，:F3+ E / %GGB 3+4’.2% J $!& @@
［N］ O3P,4" ’ Q，:"44,22 8 ’ 5??G 3+4’ . 768 . 56// . ’! C%5
［C］ R"+S K L，TFD < H %GG@ )2/% 3+4’ . *.& . %! @@?5（D+ :FD+313）

［王兴元、石其江 %GG@ 物理学报 %! @@?5］

［?］ 8", : 6，’* H J，’U H 6 %GG% )2/% 3+4’ . *.& . %& 5B?N（ D+

:FD+313）［陶朝海、陆君安、吕金虎 %GG% 物理学报 %& 5B?N］

［5G］ ’D : E，’D", K ;，L* H M %GG! 3+4’ . 768 . V ’( IN%G!
［55］ L"+ H O，’D : O %GGN (+%,’，*,-./,&’ %&0 1$%2/%-’ $" N%@
［5%］ TF", T <，E", K，’D* K R %GGN (+.& . 3+4’ . &’ %I5%
［5!］ Q"D+D34D /，/3F"P3W H 5??? 3+4’ . 768 . 56// . (% !GB%
［5B］ O,X2*&+( Y 5??? 1$%2/.,&%- 9.::6$6&/.%- ";<%/.,&’（Z3[ L,4W：

JP"X3=DP O4311）

［5@］ :F"43\ J，T*+ 6 6，81", L L，]+"4"2 M 5??% !""" #$%&’ . )</, .

(,&/$ . $# ?
［5I］ ’D : O，O3+S E H %GGB (+%,’，*,-./,&’ %&0 1$%2/%-’ "" BB!
［5N］ Q"7DS+,+ ^ 5??I !&：!=)(*，!"""A*=(，5.--6，1$%&26 ?I!

I@B5 物 理 学 报 @N 卷



!"#$%#&’( ")*&(+&( )’*&, -.$$!*/’/& 0("1&2/%+& *3#24("#%5’/%"#
-"( ’ 2$’** "- -(’2/%"#’$!"(,&( 24’"/%2 *3*/&6

!"#$ %&’$()*+$( ,&- !"+$()%&$ ,& .+$()%-$
（!"#$$% $& ’%(")*+",% ’-.+-((*+-.，/(0 1,2$*,)$*0 $& ’%(")*+",% 3-45%,)+$- ,-6 7$8(* ’95+:;(-)，

<+’,- =+,$)$-. >-+?(*4+)0，<+’,- /01123，@#+-,）

（*#4#&5#6 7 8-$# 911/；:#5&;#6 <’$-;4:&=> :#4#&5#6 0? 8-@A 911/）

BC;>:’4>
D$ >"&; =’=#:，C’;#6 +$ >"# ;>’C&@&>A >"#+:A +E >"# E:’4>&+$’@)+:6#: ;A;>#<，’$ &6#’ +E -;&$( ;>’># +C;#:5#: >+ :#’@&F# >"# E-@@)

;>’># =:+G#4>&5# ;A$4":+$&F’>&+$ +E E:’4>&+$’@)+:6#: 4"’+>&4 ;A;>#< &; =:+=+;#6H I"# 6#;&($#6 +C;#:5#: 4’$ ’4"&#5# E-@@);>’>#
=:+G#4>&5# ;A$4":+$&F’>&+$ &$ ’ 4@’;; +E $+$@&$#’: E:’4>&+$’@)+:6#: ;A;>#<; J&>"+-> >"# @&<&>’>&+$ +E =’:>&’@)@&$#’:&>A，#K>#$6 >"#
;4+=# +E ’==@&4’>&+$ +E =:+G#4>&5# ;A$4":+$&F’>&+$，’$6 6+#; $+> :#L-&:# >"# 4’@4-@’>&+$ +E >"# 4+$6&>&+$’@ ,A’=-$+5 #K=+$#$>; H D$
’66&>&+$，>"&; ;A$4":+$&F’>&+$ <#>"+6 &; ;&<=@# ’$6 >"#+:#>&4’@@A :&(+:+-;，4’=’C@# >+ ’4"&#5# ’ E-@@);>’># ;A$4":+$&F’>&+$ +E
’:C&>:’:A ;4’@&$( E’4>+: H M&$’@@A，>"# <#>"+6 "’; C##$ ’==@&#6 >+ :#’@&F# >"# E-@@);>’># =:+G#4>&5# ;A$4":+$&F’>&+$ +E E:’4>&+$’@)+:6#:
*N;;@# ;A;>#<，’$6 >"# ;&<-@’>&+$ :#;-@>; 5#:&E&#6 >"# #EE#4>&5#$#;; +E >"# <#>"+6H

"#$%&’()：E:’4>&+$’@ +:6#:，4"’+>&4 ;A;>#<，;>’># +C;#:5#:，=:+G#4>&5# ;A$4":+$&F’>&+$
*+,,：1727

/720O 期 陈向荣等：基于非线性观测器的一类分数阶混沌系统完全状态投影同步


