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在系统参数和系统输出同时受扰的情形下，基于积分观测器的方法，实现了一类不确定混沌系统的同步 ’首先
利用 ()*+,-./ 稳定性理论，给出了混沌系统同步所需的充分条件，此条件可以快速地实现驱动系统与响应系统的
同步，然后结合 012,3补定理，将此条件转化为求解线性矩阵不等式组 ’最后，借助 4*56*7软件包中的 (48工具箱，
通过对受扰 4(9电路系统的同步数值仿真，证实了该方法的有效性 ’
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!国家自然科学基金（批准号：#$;"%$<#和 #$==%$=$）资助的课题 ’

! >?@*A6：6ABA,12,-C@*A6 ’ -D+,’ EF,’ 1-

# G 引 言

自从 HE1.3* 和 9*33.66［#］提出一种混沌同步方案
以来，混沌同步问题的研究已成为非线性科学热点

课题之一 ’混沌同步的目的是在响应端重构出驱动
混沌系统的吸引子信息 ’目前为止，人们已经提出了
多种实现混沌系统同步的方法，主要有驱动?响应同
步法［#］、主动?被动同步法［%］、自适应同步法［=—:］、脉
冲同步法［&，"］、滑模控制同步法［I，<］、观测器同步

法［#$—#"］等 ’
虽然人们对混沌同步问题做了大量的研究，但

是其中大多数混沌同步方法大都以系统的所有状态

变量能得到并可以参加控制为前提的［=—:，#I］’但从
实际物理过程来看，一般非线性系统的状态并不都

是可以得到的，因此很自然地引入观测器理论进行

混沌系统同步的设计 ’状态观测器是一个在物理上
可以实现的动力系统，它在被观测系统输出信号的

驱动下，实现所有状态变量或输出都逼近于被观测

系统的状态变量或输出 ’ J*.等［#=］在系统状态变量
有界的前提下，设计了一个带有控制器的非线性状

态观测器，给出了一类状态不能全部测量的混沌系

统同步方案 ’ K,*-等［#;］研究了一类受外界扰动的混
沌系统，基于非线性观测器的思想构造了同步观测

系统，最终实现了混沌同步 ’ L.D.-M 等［#&］针对一类

不确定混沌系统，设计了一个自适应观测器，最终

使驱动系统和响应系统鲁棒同步 ’但文献［#=—#&］
都未考虑系统输出受扰的情形 ’
当系统输出存在外界干扰时，如果仍然用传统

的观测器设计法，增益矩阵的出现将扩大外界干扰

对系统的影响［#"］’基于此，人们又提出了可以用于
非线性系统的积分观测器方法 ’ NA*-M等［#"］假定混沌
系统的参数确定且不变，基于 ()*+,-./ 稳定性理
论，通过设计积分观测器使受扰混沌系统达到同步 ’
但在实际工程应用中，系统参数不可避免地会受到

外界因素的干扰，从而导致系统参数在一定范围内

变化，这样使得原混沌系统变为不确定的系统 ’因
此，研究不确定混沌系统的同步问题更有实际应用

价值 ’
针对上述问题，本文基于观测器的方法，在系统

参数和系统输出同时受扰的情形下，实现了一类混

沌系统的同步 ’利用 ()*+,-./ 稳定性理论，提出了
一种实现受扰混沌系统同步的方案，此方法使驱动

系统和响应系统指数同步 ’最后，以受扰 4(9混沌
电路为例，说明该方法的有效性和正确性 ’
备注 $ 本文规定 ! 维向量 " O［ "#，"%⋯ "!］P

的范数为" "" O "%# Q "%% Q⋯ Q "%# !；对于任意的

! R ! 矩阵#，其范数为"#" O @*B
#$ $$!
!$（#P## ），

其中!$（#$ $$!）表示特征值 ’
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!" 混沌系统的描述

考虑如下一类混沌系统：

!·# "! $ #（!）$ $（ %），
& # ’!，

（%）

这里 "!() & )，’!(* & )，（"，’）可观测，!!() 为

系统的状态，&!(* 为系统的输出，$（ %）为输入变
量，#（!）为混沌系统的非线性项，满足李普希茨
条件

" #（!）’ #（ +!）"#!"! ’ +!"， （!）
其中!为正常数 (
由于外界因素引起系统参数和系统输出的扰

动，方程（%）变为
!·#（" $!"%（ %））! $ #（!）$ $（ %），

& # ’! $ ,（ %），
（)）

其中!"%（ %）表示有界的参数摄动矩阵，,（ %）为外
界扰动，且满足",（ %）"#- (
如果采用传统的观测器设计法，将系统（)）看

作驱动系统，响应系统为

!
·
* #（" $!"!（ %））+! $ #（ +!）

$ $（ %）$ .（& ’ ’+!）， （+）
其中!"!（ %）为有界的参数摄动矩阵，. 为待定观
测器增益矩阵 (
设驱动系统（)）和响应系统（+）之间的状态误差

为 / # ! ’ +!，由（)）式减去（+）式得到误差系统方
程为

/·#（" ’ .’）/ $ #（!）’ #（ +!）$!"%（ %）!

’!"!（ %）+! ’ .,（ %）( （,）

同步的目标为寻找合适的增益阵 .，使 -./
%$0
" /（ %）"

# 1(但从（,）式可以看出，干扰项 .,（ %）的存在无
法使误差系统（,）渐近趋于零 (而且，当选择的增益
阵 . 较大时，还扩大了外界扰动 ,（ %）对系统的
影响 (

) " 观测器的设计

为了克服上述方法的不足，本文采用了积分观

测器来实现系统（)）与（+）的同步 (系统（)）可以重新
写为

!·#（" $!"%（ %））! $ #（!）$ $（ %），

0·# ’! $ ,（ %），

& # ’! $ ,（ %）， （2）

其中 0 #%
%

1
&（"）3"，并令

1 # [ ]!0 ，2 #
" 1
’[ ]1 ，

!2% #
!"% 1[ ]1 1

，’% #
3[ ]1 ，’! #

1[ ]3 (

系统（2）变为
41 #（2 $!2%（ %））1 $ ’% #（’4

% 1）

$ ’% $（ %）$ ’! ,（ %），

5! # 0 # ’4
! 1 (

（5）

此时向量 1!() $ *为系统（5）的状态，5!!(* 为系

统（5）的输出，矩阵 2! (（) $ *）&（) $ *），!#%（ %）!
(（) $ *）&（) $ *），’% ! (（) $ *）& ) 且 ’! ! (（) $ *）& * ( 由

!"%（ %）有界，因此参数摄动阵!#%（ %）有界，不妨设

"!2%（ %）"#!% (
现将方程（5）看作驱动系统，响应系统为

1
·
* #（2 $!2!（ %））+1 $ ’% #（’4

%
+1）

$ ’% $（ %）$ 6（5! ’ ’4
!
+1）$$， （6）

其中参数摄动矩阵!2!（ %）#
!"! 1[ ]1 1
，且满足

"!2!（ %）"#!!，向量$#［$%，$!，⋯，$) $ *］
4 为非

线性输入，6!() $ *为待定增益阵 (
由上述可知，必存在!) 7 1，使得"!2%（ %）’

!#!（ %）"#!) (进而令 7 # 1 ’ +1，由（5）式减去（6）

式得到误差系统为

47 #（2 ’ 6’4
!）7 $ ’%（ #（’4

% 1）’ #（’4
%
+1））

$!2%（ %）1 ’!2!（ %）+1 $ ’! ,（ %）’$(（8）

备注 ! 选取 5! # 0 #%
%

1
&（"）3"作为系统（5）

的输出变量，由（8）式可知，误差系统的干扰项
’! ,（ %）与待定增益阵 6 无关，这样我们可以根据

实际需要选择合适的增益阵 6 而使误差系统（8）渐
近趋于零 (
备注 " 引入非线性项$的目的是为了消除外

界干扰对系统参数和系统输出的影响 (
定理 # 对于误差系统（8）式，如果存在增益阵

6，非线性输入$满足
8（2 ’ 6’4

!）$（2 ’ 6’4
!）

4 8 $%’%
!!!

! 3

$%’%
+!! ’% ’4

% $（%% $%!）8!

$%+ 8’% ’4
% 8 $%) 8’! ’4

! 8 $ !&8 9 1，（%1）
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! ! "
"#
$ !% &""#

##%
$!"%!% ’!#%!%

%!$!( )% %"#$，（##）

其中 % 为正定对称阵，& 为单位矩阵，"#，"%，"$，"(

和$为给定的正常数，则对任意的初始条件都有
)*+
’",
!$（ ’）! ! -，即系统（.）与（/）达到同步 0

证明 令 12345678函数为
( ! $9 %$， （#%）

对 ( 关于时间 ’ 求导数得到
)( ! )$9%$ & $9%)$
!（（* " +#9

%）$ & ##（,（#9
# -）" ,（#9

#
.-））

&!*#（’）- "!*%（’）.- & #%/（’）"!）9%$

& $9%（（* " +#9
%）$ & ##（,（#9

# -）

" ,（#9
#
.-））&!*#（’）- "!*%（’）.- & #%/（’）"!）

! $9（%（* " +#9
%）&（* " +#9

%）
9%）$

& %$9%##（,（#9
# -）" ,（#9

#
.-））& %$9%#%/（’）

& %$9%（!*#（’）- "!*%（’）.-）" %$9%!，
其中

%$9 %（!*#（ ’）- "!*%（ ’）.-）

! %$9 %（!*#（ ’）"!*%（ ’））- & %$9 %!*%（ ’）$ 0
对于给定的正常数"#，由文献［#:］的引理 #，可得

%$9 %（!*#（ ’）"!*%（ ’））-

#"# $9 %% $ &""#
##%

$ -9 -

#"# $9 %% $ &""#
##%

$!-!% 0 （#$）
由（.）式得

"% "9
% ! 009 ! #9

% --9 #%，

故而有

!-!% ! !"%!% ’!#%!% ! ! 0!% ’!#%!% 0
这样（#$）式变为

%$9 %（!*#（1）"!*%（ ’））-

#"# $9 %% $ &""#
##%

$!"%!% ’!#%!% 0 （#(）
另外，对于给定的正常数"%，"$ 和"(，有下面不

等式：

%$9 %!*%（ ’）$ #"% $9 %% $ &""#
%#%

% $9 $，（#;）

%$9 %#% /（ ’）#"$ $9 %#% #9
% %$ &""#

$ !%，（#<）

%$9 %##（ ,（#9
# -）" ,（#9

#
.-））

#"( $9 %## #9
# %$ &""#

(#% $9 ## #9
# $ 0 （#.）

因此，由（#-）—（#.）式可以得到
)( #$9（%（* " +#9

%）&（* " +#9
%）

9 % &""#
%#%

% &

&""#
(#% ## #9

# &（"# &"%）%%

&"( %## #9
# % &"$ %#% #9

% %）$

#" %$$9 %$ ! " %$( = -0 （#/）
由（#%）和（#/）式有 ( 正定， )( 负定 0 所以由
12345678稳定性理论可知，误差系统在零点渐近稳
定且指数收敛于零点 0所以当 ’",时，有 -" .- 0
备注 ! 从（##）式可以看出，当 )*+

’",
! $! ! -

时，则有 )*+
’",
!!! ! ,，因此我们设定状态误差

!$!的下界（见文献［#:］），这样非线性输入的表
达式变为

.! !
!， !$!$ 2，

""#
$ !% &""#

##%
$!"%!% ’!#%!%

% 2( )% % "# $， !$! = 2{ ，

其中 2 为给定的正常数 0可以证明当 ’",，有!$!#
%+3>

%%+*6
$，其中%+3>和%+*6分别为正定对称阵 % 的最大

特征值与最小特征值（见文献［#:］）0
定理 " 对于给定的正常数"#，"%，"$，"( 和$，若存在矩阵 3 和正定对称阵 % 满足如下的线性矩阵不

等式（1?@）：
%* & *9 % " 3#9

% " #% 39 & %$% &""#
%#%

% & &""#
(#% ## #9

# %## %#% （"# &"%）
#’% %

#9
# % """#

( & - -

#9
% % - """#

$ & -
（"# &"%）

#’% % - - "













&

= -0

这时取增益阵 + ! % " # 3 以及非线性输入

.! !
!， !$!$ 2，

""#
$ !% &""#

##%
$!"%!% ’!#%!%

% 2( )% % "# $， !$! = 2{ ，
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其中 ! 为给定的正常数，则对任意的初始条件都有
!"#
"!$
"#（ "）" % &’

证明 由文献［()］中 *+,-.补定理可得 ’

/ 0 仿真示例

为了验证上述方法的正确性和有效性，我们以

123混沌电路［()，(4］为例，进行数值仿真 ’对于如下
的 123电路系统：

$·% %$ 5 &（$）5 ’（ "），
( % )$，

（(4）

式中

$ %
$(

$[ ]
6

，

% %
& (
7! 7[ ]

"
，

&（$）%
7 &（$(）[ ]&
，

’（ "）%
&

*8"9（#"[ ]
）
，

) % [ ](&
:

，

这里

&（$(）% +$( 5 &’;（, 7 +）（ < $( 5 ( < 7 < $( 7 ( <）’
选取参数" % (’ &(;，! % (’ &，* % &0(;，# %

&0);，, % 7 (0&6，+ % 7 &0;;，此时 123电路处于混
沌状态（见图 (）’

图 ( 123系统的混沌吸引子

由于外界因素的干扰，系统（(4）变为
$·%（% 5!%(（ "））$ 5 &（$）5 ’（ "），

( % )$ 5 -（ "），
（6&）

其中!%( %
& &
!!( !"

[ ]
(
，!!( % &0&4+=8（6 "），!"( %

&0(&8"9（ "），-（ "）% &06+=8（; "）’
由（)）式，可以得到
./ %（0 5!0(（ "））/ 5 )( &（):

( /）5 )( ’（ "）

5 )6 -（ "），

16 % 2 % ):
6 /，

（6(）

式中 / %
$(

$6









2

，0 %
& ( &
7! 7" &









( & &
，!0( %

& & &
!!( !"( &









& & &
，)( %

( &
& (









& &
，)6 %











&
&
(

’此时，将系

统（6(）看作驱动系统，响应系统为

/
·
> %（0 5!06（ "））3/ 5 )( &（):

(
3/）

5 )( ’（ "）5 4（16 7 ):
6
3/）5$，（66）

其中

!06 %
& & &
!!6 !"6 &









& & &
，4 %

5(

56

5









?

，

!!6 % &0&);8"9（6 "），!"6 % &0&4+=8（ "）’
由（6(）和（66）式并借鉴文献［()］，得到误差系统

.# %（#0 7 4):
6）# 5 )(（$&（):

( /）7$&（):
(
3/））

5!0(（ "）/ 7!06（ "）3/ 5 )6-（ "）7$，（6?）
式中

#0 % 0 5
7（, 5 +）@6 & &

& & &








& & &

%
7（, 5 +）@6 ( &

7! 7" &








( & &
，

)(（$&（):
( /）7$&（):

(
3/））%

7 5 & &
& & &









& & &
#，

其中（, 7 +）@6%5% 7（, 7 +）@6 ’
现取%( % &06(，%6 % &0&4，%? % &0(&，%/ % &0(;

和&% &0;，并由（6&）—（6?）式可得

’( %"!0(（ "）"% & ’&46 5 & ’(&& 6 % & ’(A/&，

’6 %"!06（ "）"% & ’&);6 5 & ’&4& 6 % & ’(()6，

’? %"!0(（ "）7!06（ "）"
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! （! "!# $ !"!%&）$（! "’! $ !"!#）" (

) ! "(&’*，
! )#"（ #）# ) !"(! "
利用 +,-.,/ 软件包中的 0+1 工具箱得到正定

矩阵 $ 和增益 %：

$ )
!"*’#’ 2 !"!&#% 2 ("3&3’
2 !"!&#% ! "%3!4 ! "(4#!
2









( "3&3’ ! "(4#! ’& "%&#4
，

% )
44"’5*&
2 ’"&#(5









’3 "(5*5
"

此时，我们取驱动系统初值为 &’（!）) ’" !，

&(（!）) !6*，响应系统初值为 ’&’（!）) 2 !65，’&(（!）

) ’6(从而误差系统的初值为 (’（!）) ’65，((（!）)
2 !6* "针对不同的 )，图 (、图 3和图 4分别给出了
状态变量误差 (’，(( 及其范数# (#随时间 # 的演

化曲线，其中# (# ) ((’ $ (" (
( "从图 ( 和图 3 可以

看出，当给定的正数 ) 较大（’6! 或 !6&）时，状态变
量误差还不能完全渐进稳定于零点 "而当给定的 )
较小（!6!!’）时，由图 4可以看到，状态变量误差很
快地趋于零 "这表明驱动系统和响应系统从不同的
初值出发，两个系统的状态变量快速趋于一致并保

持在同一状态 "由此可见，在外界扰动的影响下，
+07混沌系统仍能保持良好的同步性能 "

图 ( (’，(( 和# (#随时间的演化曲线（ ) ) ’"!）

图 3 (’，(( 和# (#随时间的演化曲线（ ) ) !"&）

图 4 (’，(( 和# (#随时间的演化曲线（ ) ) !"!!’）

&6 结 论

由于外界干扰因素的存在，致使系统参数和系

统输出都会有所变化 "基于此，本文借助于积分观测
器的方法和 08,9:;<= 稳定性理论，研究了一类混沌
系统的同步，给出了实现混沌系统同步所需的充分

条件，此条件可以使驱动系统和响应系统以较快的

速度达到同步 "最后，利用 +,-.,/ 软件包中的 0+1
工具箱，通过对受扰 +07 电路系统的同步数值仿
真，进一步证实了该方法的有效性 "

［’］ >?@<A, 0 +，7,AA<.. B 0 ’##! $*+, " -(. " /(## " !" 5(’
［(］ C<@,A?= 0，>,A.D-E F ’##& $*+, " -(. " /(## "#" &(!5

［3］ G,;H I J，G: I K (!!* 01#2 $*+, " 345 " $$ *!&（D; 7LD;?M?）

［王兴元、武相军 (!!* 物理学报 $$ *!&］

#*4’3期 李秀春等：基于积分观测器实现一类受扰混沌系统的同步



［!］ "#$ % &，’(#)* + + ,--. !"#$ %&’( / )*+ / !! 0112（$) "3$)454）

［蔡国梁、黄娟娟 ,--. 物理学报 !! 0112］

［6］ "34) 7 8，&( + 9 ,--2 %&’( / ,-## / : "#$ ;,0
［.］ "34)* + 9，<3#)* = 8，>4)* + ’ ,--0 !"#$ %&’( / )*+ / !% ;6?1
（$) "3$)454）［陈菊芳、张入元、彭建华 ,--0 物理学报 !%

;6?1］

［2］ &$ 8，&$#@ 7 9，&$ " A，’(#)* B C，8#)* A % ,--2 %&’( / ,-## /

: "## 6,
［?］ 8#)* B，D3#@ ’ ’ ,--, !"#$ %&’( / )*+ / !& 2!,（$) "3$)454）［杨

涛、邵惠鹤 ,--, 物理学报 !& 2!,］

［1］ C#)* 7 8，&$( E ,--6 !"#$ %&’( / )*+ / !$ ,6?!（ $) "3$)454）

［王兴元、刘 明 ,--6 物理学报 !$ ,6?!］

［;-］ 94)* 8，8( 7 ’，D() & 7 ,--2 .&$/(，)/0*#/+( $+1 23$"#$0( "!

266
［;;］ &$#F 8 E，B()* > " ;112 %&’( / 4-5 / G !# 6,.6
［;,］ ’(# " "，%(#) 7 > ,--6 %&’( / ,-## / : ""$ 0?,

［;0］ 8#@ & H，%#@ + 9，&$#@ H ’ ,--. !"#$ %&’( / )*+ / !! 06（ $)

"3$)454）［姚利娜、高金峰、廖旎焕 ,--. 物理学报 !! 06］

［;!］ %(#) 7 >，’4 8 ’，9#) < > ,--0 !"#$ %&’( / )*+ / !% ,2.（$)

"3$)454）［关新平、何宴辉、范正平 ,--0 物理学报 !% ,2.］

［;6］ "34) +，<3#)* B > ,--. !"#$ %&’( / )*+ / !! 01,?（ $) "3$)454）

［陈 晶、张天平 ,--. 物理学报 !! 01,?］

［;.］ I@F@)* D，E@(J#K L#JK4)$ 9 E，9@M5$) ’ ,--. %&’( / ,-## / :

"!! ;10
［;2］ +$#)* % >，<34)* C 7，B#)* C L D，"34) % = ,--6 6777 6+# /

)’8 / .*3"9*#( )’(# / # .-0?
［;?］ &$ D，7( C，&$ = ’，&$ 8 > ,--. !"#$ %&’( / )*+ / 66 6.?;（$)

"3$)454）［李 爽、徐 伟、李瑞红、李玉鹏 ,--. 物理学报 !!

6.?;］

［;1］ "34) 9 7，<3#)* C A ,--. :/+0*+-$3 !+$0’(*( N@$：;-O;-;.PQ / )#/

,--.O;-O-,-

!"#$%& %’()*+"(,-.&,"( "/ . )0.%% "/ )*."&,) %’%&12% #.%13
"( ,(&14+.0 "#%1+51+ 21&*"3!

&$ 7$(R"3()S 7( C4$ 7$#@ 8(R<3(
（;-<$3#8-+# /= !<<0*-1 >$#&-8$#*"(，:/3#&?-(#-3+ %/0’#-"&+*"$0 @+*5-3(*#’，A*’$+ 2;--2,，.&*+$）

（=4T4$U4N ;. +(VW ,--2；X4U$54N K#)(5TX$YM X4T4$U4N ,2 +(VW ,--2）

:Z5MX#TM
[5$)* M34 $)M4*X#VR@Z54XU4X #YYX@#T3，T3#@5 5W)T3X@)$\#M$@) $5 #T3$4U4N ]@X # TV#55 @] T3#@M$T 5W5M4K5 F34) Z@M3 M34

Y#X#K4M4X5 #)N M34 @(MY(M @] M34 5W5M4K #X4 Y4XM(XZ4N/ I#54N @) &W#Y()@U 5M#Z$V$MW M34@XW #)N &E^ M4T3)$_(4，F4 *$U4 M34
5(]]$T$4)M TX$M4X$@)，F3$T3 T#) K#J4 M34 NX$U4 5W5M4K #)N M34 X45Y@)54 5W5M4K *V@Z#VVW 4‘Y@)4)M$#VVW 5W)T3X@)$\4N/ ^) M34 4)N，
F4 M#J4 E&" T3#@M$T 5W5M4K #5 #) 4‘#KYV4 M@ U4X$]W M34 4]]4TM$U4)455 @] M34 YX@Y@54N K4M3@N/

’()*+,-.：T3#@5 5W)T3X@)$\#M$@)，$)M4*X#V @Z54XU4X，V$)4#X K#MX$‘ $)4_(#V$MW，E&" 5W5M4K
/011：-6!6

!>X@Q4TM 5(YY@XM4N ZW M34 H#M$@)#V H#M(X#V DT$4)T4 9@()N#M$@) @] "3$)#（%X#)M H@5/ ;-!2,-1;#)N ;-00,-0-）/

S GRK#$V：V$‘$(T3()aK#$V / )FY(/ 4N(/ T)

-2!; 物 理 学 报 62卷


