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假设气泡周围流场为无黏、无旋、不可压缩的理想流体，建立气泡群相互作用的三维数值模型 (将多极快速傅

里叶变换方法（))*+）与高阶边界元法（,-./+）相结合求解气泡群的运动，在达到同样计算精度时显著加快了边

界积分方程的求解速度，可以在合理的时间内模拟气泡群的动态物理特性 (同时为维持气泡群模拟过程中的数值

稳定性，引入了弹性网格技术（/+*），并用算例验证了数值模型及算法的有效性 (基于建立的数值模型，研究了不同

组合的气泡群之间的相互作用，模拟和解释了各类气泡运动的物理现象，讨论了影响气泡群膨胀、坍塌、迁移及射

流形成的因素，旨在为相关多气泡的复杂物理特性研究提供参考 (
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" A 引 言

研究气泡群之间的相互作用对许多工程应用都

有着重要的意义［"—2］(例如，在电子元件或医学设备

的超声波清洗中，多个气泡伴随着射流产生，射流指

向固体刚性表面以去除异物 (气泡产生以及分布状

态的最优或接近最优的状态还有待研究 (类似地，在

冲击波碎石术疗法（去除肾结石）的生物医学应用

中，主要作用机理是由壁面附近的坍塌气泡引起的

射流产生压力来破碎肾结石 (另外，水下爆炸气泡射

流及其对水中结构的毁伤也是近年来的研究热点 (
因此，研究气泡群的动态特性能加深人们对这些领

域中相关物理现象的理解 (数值模拟已经证明了边

界元法（./+）是研究多气泡相互作用的复杂现象的

一种 有 效 方 法，相 应 的 文 献 可 参 考 .97BC 和

D8EF@:［"］， G7:= 等 人［’，0］， H<7:= 等 人［"$］，

IJ:=F8K7L<@M:M7N等人［""］以及其他的文献 ( 边界元法

具有将问题减少一维的显著特征，也就是说仅需离

散气泡与流场域的边界，这将大大简化了前、后处理

以及计算量 (然而传统的边界元法生成满秩的大系

数矩阵［"%，"’］，在迭代过程中需要大小为 -（O% ）的内

存 (这就提出了新的挑战同时也促使人们寻找更有

效的方法来解决大规模的数值模拟问题，如 ! 通常

超过几千的多气泡动力学特性问题 (
近几十年发展了大量的快速算法，包括分级树

算法［"0，"#］，快速多极子方法（)++）［"4—"1］，以及以快

速傅里叶变换为基础的各种方法，例如粒子5粒子5
粒子5网 格（PPP+）法［"2］，前 修 正 快 速 傅 里 叶 变 换

法［%$］及 最 近 出 现 的 多 极 快 速 傅 里 叶 变 换 方 法

（))*+）［%"，%%］(之前的这些方法的效率均源于应用多

极展开理论和高效分层结构，正如以快速傅里叶变

换为基础的方法，速度的提升来源于应用快速傅里

叶变换算法［%’］计算离散的卷积 (其他的快速算法还

包括应用奇异值分解（QRS）［%0］、小波变换［%#］以及快

速求解积分方程的多级算法［%4］等来简化满秩的大

矩阵系统 (
目前该领域内多数采用快速多极子方法（)++）

或多极快速傅里叶变换方法（))*+）来提升传统边

界元法（./+）的计算效率，关于 )++ 与 ./+ 相结

合公开发表的文献较多［"4—"1，%&］(但是 )++ 与 ))*+
相比，达到相同数量级的计算精度时，)++ 需要更

高阶的展开［%%］，需更大的存储空间和更长的计算时

间 (而且本文模拟气泡群相互作用的动态过程，需大

量的时间步，同时为了保证计算过程中的数值稳定

性，对每一步的计算精度要求非常严格 (为此，本文

在求解边界积分方程时，引入多极快速傅里叶变换

法（))*+），在保证计算精度时，显著加快了边界积
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分方程的计算速度，可以在合理的时间内模拟气泡

群的动 态 物 理 特 性 ! 进 一 步，引 入 弹 性 网 格 技 术

（"#$）［%&］，维持了气泡群模拟过程中的数值稳定性，

同时，为了提高计算精度，采用高阶曲面单元离散气

泡边 界 ! 由 文 献［’］可 知，使 用 高 阶 边 界 元 法

（()*"#）模拟气泡的动态特性有多方面的优越性 !
在此基础上，本文模拟和解释了各类气泡群相互作

用的复杂物理现象 !

% + 气泡动力学数值模型

!"#" 势流模型

假设气泡群处于不可压缩的流场中，进一步假

设流体是无旋的，且忽略黏性的影响 !因此，引入速

度势!，即流场中任意点的速度向量遵从方程 ! ,!

!!将该方程与连续性方程

!

·! , - 联立可得到流

体域"内满足的拉普拉斯方程

!

%! , -! （.）

根据 /0112 公式，流场"内任意一点的速度势

可以用边界 ! 上的速度势和其法向导数表示，利用

无穷远处边界条件，边界积分方程可以写成

#!（"）,!(
!

"!（#）

"" #（"，#）

3!（$）"
""#（"，# )）4!， （%）

式中 ! 为包括气泡表面在内的边界面，" 和 # 分别

是边界上的场点和源点，$ 指向流场域外的法向向

量，#为在 " 点观察流场的立体角，#（ "，#）, " "
3 #" 3 .为简单格林函数 !

假设气泡内为理想气体，且遵循气体等熵关系，

认为气体的压力仅和气泡的初始状态及其体积有

关 !即气泡内的压力 % 与气泡体积 & 的关系

’ , ’5 6 ’-
&-( )&

$
， （7）

式中，%5 为可冷凝气体的饱和蒸汽压，%- 和 &- 为

气泡形成时的初始压力和体积，$为气体的比热，和

气体的成分有关，对于 $8$ 炸药爆炸产生的水下爆

炸气泡［%］，$取 .+%9；对于理想气体［.］，$取 .+: !
为使研究工作更具有普遍意义，取一组特征量

将所 有 变 量 无 量 纲 化，即 分 别 以 (;，!%，(;（%<

!%）.<%，(;（!% <%）.<% 以及（%)(;<!’）.<% 作为长度、压

力、时间、速度势以及浮力的特征量将相应的变量无

量纲化，其中 (; 为在压力为 %= 的无限域流场中气

泡的最大半径，%为流体的密度，压力差为!% , %=

3 %5 !本文研究无界流中气泡群的动态特性，这里

忽略重力和表面张力的影响，气泡运动的动力学边

界条件和运动学边界条件以无量纲形式给出如下：

4!
4 * , . 6 .

% >

!

! > % 3&
&-( )&

$
， （:）

4"
4 * ,

!

!， （9）

其中&, %- <!% 为无量纲的气泡内初始压力，" 表

示在气泡表面质点的空间位置矢量 !方程（.），（:）和

（9）构成封闭方程组描述气泡边界的运动，求解方程

（.）的基于高阶单元的传统边界元法参见文献［?］!
方程（:）为非稳态的伯努利方程用于更新气泡运动

过程的速度势，方程（9）用于更新气泡的位置 !维持

计算过程的稳定，必须严格控制每一时间步长［7，:］，

以约束每一步气泡边界速度势的改变量，在本文中

选择!*：

!* , !!
;@A . 6 .

% >

!

! > % 3&
&-( )&

$ ， （’）

其中!!为某一常数，（’）式中保证气泡表面每个节

点的速度势!在每一时间步的改变量均在!!以

下，在本文中!!的改变量选择在 - ! --7 左右，通过

计算发现用此时间步时求解过程是稳定的 !

!"!" 多极近似展开与边界积分方程

多极展开基于 /0112B@04 和 CDEFGH2［.’，.&］在应用

快速多极子法时推导的多极变换理论，是计算由源

引起的远场势的一种近似方法 !下面将简短描述多

极近似技术在本文中的应用，关于多极子展开理论

的详细内容可参见文献［.&，%I］!
% !% !.+ 多极展开理论

假设将 + 点附近，半径为 , 的球面 !, 离散成

一系列边界单元 "1，在每个边界单元上分布源和偶

极，分别对应于方程（.）中的第一项积分与第二项积

分 !另有 +#点附近且半径为 - 的离散球面 !- 上存

在场点 "，那么 !, 上的系列边界单元 "1 对点 " 的

单层势和双层势可分别采用方程（&）和方程（I）计算

得到 !

’1A@5J（"）, $
".

/ , .%(K /
"’（#）

""
.

"" 3 #"
4(（#），

（&）

’1A@5J（"）, $
"1

/ , .%(K /’（#）
（" 3 #）·$
"" 3 #"7 4(（#），

（I）

7&’.7 期 张阿漫等：气泡群的动态物理特性研究



式中 !!" 表示离散的边界元 !接下来，将进一步描述

如何应用多极展开来近似求解方程（"）和（#）中的积

分 !现假定 ! 和 !! 之间的相对距离远大于（ # $
$），那么方程（"）和（#）中的速度势可由局部展开近

似为

"%&’()*+’,（"）- "
%,.*

" - /
"

"

& - 0 "
’&

" ( 0 &
" （#!，$

!）)! " ，（1）

式中 %,.* 是级数展开截止时的阶数，（ )!，#!，$
!）

是 " 相 对 于 !! 点 的 位 置 坐 标，(*
+（#，$）-

（+ 0 2 * 2）！
（+ $ 2 * 2# ）！

, 2 * 2
+ （3+4#）,)*$是 + 次 * 阶的球面谐

调函数，其中 , 2 * 2
+ （3+4#）是与第一类 5,6,789, 函数

相一致的 !局部展开系数 ’&
" ，由定义在 ! 点的多极

矩 -*
+ 源在点!!产生的势梯度，可由下式求得：

’&
" - "

%,.*

+ - /
"

+

* - 0 +
) 2 &0 * 2 0 2 & 2 0 2 * 2 .*

+.&
" (*0 &

"$ +（%，&）

（0 :）".*0 &
"$ +’

"$ +$: -
*
+ ，

（:/）

式中（’，%，&）表示向量（!! 0 !）的球面坐标，) -

#0 :且 .*
+ - （ 0 :）+

（+ 0 *）！（* $ +# ）！
，多极矩 -*

+ 定

义如下：

-*
+ - "

+,

" - :$!; "
!"
!+（#）( 0 *

+ （#，$）)+ 8!（#），（::）

-*
+ - "

+,

" - :$!; ""（#）

"

（( 0 *
+ （#，$）)+）·$8!（#），

（:<）

式中（ )，#，$）是向量 # 相对 ! 点的球坐标 ! 方程

（::）和（:<）是将一系列连续的面源转换为定义在球

面 /# 中心的离散的点源 !联立方程（1）—（:<）可实

现多极快速傅里叶变换法（==>?）!
< !< !<@ 多极展开式和边界积分方程的关系

在这一部分，将建立多极展开与边界积分方程

（:）之间的联系，必须指出的是二者之间的联系只有

在采用迭代算法［:<，:A］时才能建立起来 ! 本文采用

B?CDE 迭代方法，在此方法中，每步迭代过程中均

需计算跨越求解空间的 F9G’+H 子空间矢量 %，其形

式为 % -［&］%’，式中［&］来自边界积分方程（:）的

满秩系数矩阵，%’ 是计算过程的初始估计值 !显然这

个满秩矩阵矢量的乘法是一个 0（1<）的操作，在求

解大规模问题时其计算是相当困难的 !现在，多极展

开恰是用来加速求解的一种近似方法 !即在用方程

（:）计算所有节点 " 的势场时，采用多极展开近似

计算距 " 足够远的单元对远场势能的贡献，而对于

那些距 " 较近的单元的贡献则可用传统边界元法

进行处理 !换言之，即用多极展开方法计算较远单元

对势的贡献可以节省大量时间 !
现存在两种方法用来计算边界积分方程（:）的

多 极 近 似 快 速 算 法 即 为 快 速 多 极 子 方 法

（=??）［:I—:#］与 近 期 的 多 极 快 速 傅 里 叶 变 换 法

（==>?）［<:，<<］!快速多极法（=??）采用了一种反复应

用多极和局部展开的系统化分层程序，而多极快速

傅里叶变换法（==>?）则应用快速傅里叶变换将复

杂的多极到局部的转换操作化为一系列离散卷积来

计算 !但是，如引言中所述，=?? 与 ==>? 相比，达到

相同数量级的计算精度时，=?? 需要更高阶的展

开［<<］，需要大得多的存储空间和计算时间 !为此，本

文在求解边界积分方程时，引入多极快速傅里叶变

换法（==>?），在保证计算精度时，显著加快了边界

积分方程的计算速度 !
< !< !A@ 迭代算法中的初始估计值

模拟气泡动力学问题需要大量的时间步，通常

依据方程（I）选择的时间步长是相当小的，以避免可

能出现的数值不稳定性 !既然时间步通常很小，则连

续时间步长间气泡的几何形状和它们表面速度的变

化也是很小的 !因此前一时间步长的结果可以为下

一时间步长 2: 提供良好的初始估计值 %，如（:A）

式 !式中 2 0 :和 2/ 分别为上一时间和当前时间的时

间步长 !

%（ 2:）6&,44 -
2: 0 2/
2 0: 0 2/

%（ 2 0:）
2: 0 2 0:
2 0: 0 2/

%（ 2/）!（:A）

A@ 结果与讨论

!"#" 单个气泡

传统边界元法模拟气泡动态特性的有效性已经

被广泛验证［I—::］!为考核多极快速傅里叶变换方法

（==>?）与高阶边界元法（JKLD?）相结合求解气泡

运动的精度，将此算法应用于模拟无界流中单个气

泡的运动，这种情况气泡的运动亦可以用 CMG’,)6NO
P’,44,( 方程（一个简单的常微分方程）来描述，方程

如（:Q）式，此常微分方程可用四阶 C&76,OF&((M 法精

确求解，气泡沿径向膨胀和收缩，气泡膨胀的最大无

量纲半径为 : !

344 $ A
<
54< -(

4/( )4

A)

0 :! （:Q）
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假设气泡的初始无量纲半径为 !! " !#$%&$，!
" $!!，取气体的比热"" $#’ (初始气泡表面离散为

)*! 个 % 节点的曲面三角形单元，分别采用传统的

高阶边界元法（+,-./）以及 001/ 与 +,-./ 联合

求解气泡的运动 (时间步设为 !#!!)，同时在惠普工

作站上（234 频率为 )#* +5，内存为 ’6）计算气泡两

个周期的运动，传统的高阶边界元法需用 234 时间

为 *7*! 8，而采用 001/ 与 +,-./ 联合求解的时间

仅为 &)) 8，计算效率提高了 &#$ 倍 ( 气泡运动的半

径、径向速度随时间的变化曲线分别如图 $ 和图 *
所示 (

图 $ 气泡半径随时间变化的曲线

图 $ 和图 * 给出了三种方法计算气泡的运动过

程，从图 $ 和图 * 中可以看出，传统高阶边界元法

（+,-./）以及 001/ 与 +,-./ 联合求解的气泡半

径时历曲线与 9:;<=>?:@@A 法求解的精确重合，最大

误差均在 !#&B以内，且 001/ +,-./ 与 +,-./ 之

间的最大数值误差在 !#)B以内 ( 上述结果表明将

多极快速傅里叶变换方法（001/）与高阶边界元法

（+,-./）相结合求解气泡的运动，不失计算精度，

但明显加快了边界积分方程的求解速度 (

图 * 气泡径向速度随时间变化的曲线

!"#" 001/ 计算多个气泡的效率

前一节中已验证了 001/ 在模拟单个气泡的计

算精度和计算效率，联用 001/ 的计算速度是传统

的高阶边界元法的 & ( $ 倍 ( 下面 研 究 用 001/ 与

+,-./ 联合模拟多个气泡时的精度和效率，且为维

持多个气泡模拟过程中的数值稳定性，本文引入了

弹性网格技术（./1）［*7］，关于弹性网格技术的详细

推导和描述可参考文献［C，*7］(这里列举 7 种多气

泡工况，包括 ) 个气泡、& 个气泡、7 个气泡、C 个气

泡、$$ 个气泡、$) 个气泡以及 $& 个气泡 (这些气泡

的初始无量纲参数均为 !! " !#$%&$，!" $!!；气体

的比热为"" $#’，七种实例的气泡中心位置如表 $
所示 (

表 $ 各个实例气泡的中心位置

（$） ) 个气泡 （!，!，!），（* (&，!，!），（&，!，!）(

（*） & 个气泡 （!，!，!），（* (&，!，!），（&，!，!），（7 (&，!，!），（!，* (&，!）(

（)） 7 个气泡 （!，!，!），（* (&，!，!），（&，!，!），（7 (&，!，!），（!，* (&，!），（!，&，!），（!，7(&，!）(

（’） C 个气泡 （!，!，!），（* (&，!，!），（&，!，!），（7 (&，!，!），（!，* (&，!），（!，&，!），（!，7(&，!），（*(&，*(&，!），（*(&，&，!）(

（&） $$ 个气泡
（!，!，!），（*(&，!，!），（&，!，!），（7(&，!，!），（!，* (&，!），（!，&，!），（!，7(&，!），（*( &，* ( &，!），（*( &，&，!），（* ( &，7 ( &，!），（&，

*(&，!）(

（%） $) 个气泡
（!，!，!），（*(&，!，!），（&，!，!），（7(&，!，!），（!，* (&，!），（!，&，!），（!，7(&，!），（*( &，* ( &，!），（*( &，&，!），（* ( &，7 ( &，!），（&，

*(&，!），（&，&，!），（&，7(&，!）(

（7） $& 个气泡
（!，!，!），（*(&，!，!），（&，!，!），（7(&，!，!），（!，* (&，!），（!，&，!），（!，7(&，!），（*( &，* ( &，!），（*( &，&，!），（* ( &，7 ( &，!），（&，

*(&，!），（&，&，!），（&，7(&，!），（7(&，*(&，!），（7(&，&，!）(

同样，初始气泡表面均被离散为 )*! 个 % 节点

的曲面三角形单元，分别采用传统的高阶边界元法

（+,-./）以及 001/ 与 +,-./ 联合求解多气泡的

运动 (时间步设为 ! (!!)，同时在惠普工作站上（234
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频率为 ! "#$%，内存为 &’）计算 "为了方便分析，取上

述工况的前 ()) 个分析步，下面给出这两种方法的

前 ()) 个分析步的计算速度对比曲线，如图 ! 所示 "

图 ! 不同求解方法计算速度对比曲线

图 ! 中横坐标为求解的规模，即气泡的个数；纵

坐标为计算速度，为对数坐标 "从图 ! 中可以看出，

随着问题规模的增大，多极快速傅里叶变换方法

（**+,）的优势越明显 "上述工况的前 ()) 个步分析

中，**+, 与 $-./, 联合求解与传统的 $-./, 之

间的最大误差浮动在 )0(12 到 )0!#2 之间，**+,
相对于传统的 $-./, 计算效率和精度对比如表 #
所示 "

从表 # 中可以看出，**+, 与 $-./, 相结合求

解气泡动力学问题有很高的计算效率和计算精度，

如当气泡数量增至 (1 个时，**+, 的求解速度是传

统 $-./, 的 34 " 3 倍，最大误差为 ) " #32 " 下面基

于本文建立的数值模型和方法模拟气泡群相互作用

的动态物理特性 "

表 # **+, $-./, 相对于传统 $-./, 的计算效率和精度

气泡的数量 节点数 计算速度提高的倍数 最大误差52

! (64# (1"! ) "#(

1 !#() #1"1 ) "(4

3 &&6& !1"3 ) "#!

6 1337 &1"1 ) "!#

(( 3)4# 14"( ) "(7

(! 7!&4 44"# ) "(1

(1 64!) 34"3 ) "#3

! "! 气泡群的相互作用

在自然界中可以看到许多存在于流体中的气泡

的例子 "这些自然现象可能导致严重的破坏性 " 例

如，气泡可以处于相当剧烈的状态，且气泡射流是引

起船舶螺旋桨破坏的主要原因；又如水下爆炸产生

的大尺度气泡，在一定的条件下，水下爆炸气泡射流

及坍塌时辐射的压力波对水中结构造成严重的毁

伤 "然而，气泡具有相当破坏性的同时，同样的现象

也可以被有益的利用 "例如，气泡帷幕可用于减阻降

噪；气泡还可以应用于工程中以增加钻井速度 " 因

此，研究多气泡的特性能加深人们对这些领域中相

关的物理现象的理解 "为研究气泡的动态特性，下面

将给出采用多极快速傅里叶变换方法（**+,）与高

阶边界元法（$-./,）相结合模拟多个工况，这里的

模拟计算都是完全三维的，并且每一个气泡都是用

4&# 个节点、!#) 个曲面三角形单元来表示 " 为了便

于观察，以下的多数图形均以剖面的形式给出 "
实例 # 在第一个例子中，研究在同一时间产

生的 ! 个气泡，这些气泡的中心初始都在 ! 轴上，无

量纲位置为（)，)，)），（# " 1，)，)），（1，)，)）"每一个气

泡的初始值均为 ") 8 )0(41(，!8 ())" 三个同相气

泡的相互作用如图 & 所示 "

图 & ! 个相同气泡的相互作用 （9）膨胀阶段的气泡形状（无

量纲时间分别为 # 8 )，# 8 )0#(，# 8 (0#&）；（:）气泡处于无量纲时

间 # 8 #01# 时的坍塌阶段

图 &（9）显示了膨胀阶段 $ 8 ) 剖面上的气泡形

状，无量纲时间为 # 8 )，# 8 )"#(，# 8 (" #&，可以看到

中间的气泡在 % 方向上有轻微的拉长，外侧的两个

气泡被推离中间的气泡 "图 &（:）显示坍塌阶段中无

量纲时间 # 8 #01# 时的气泡形状，这时很明显地看

到中间气泡沿 ! 轴展开，呈椭球状，同时外侧的两

个气泡被吸引到系统的中心且射流指向系统中心 "
实例 $ 在这个例子中，考虑在同一时间产生

的 ! 个气泡，但是初始半径不同，即中间气泡的初始

半径为 ") 8 )0(41(，外侧的两个气泡的半径为 ") 8
)0#&33 "如果中间气泡是单个的，那么它将达到最大
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半径!"#；同样，如果外侧的气泡是单个的，那么它将

达到最大半径 !"$ %由于它们可能达到的最大半径，

这 & 个 气 泡 放 置 地 离 彼 此 更 远 以 避 免 气 泡 的 合

并［!!］%它们的中心位置分别为（#，#，#），（&，#，#）和

（’，#，#），气泡相互作用的动态过程如图 $ 所示 %

图 $ & 个异同气泡的相互作用 （(）膨胀阶段的气泡形状（无

量纲时间分别为 ! ) #，! ) #"*!，! ) !"*+）；（,）坍塌阶段的气泡形

状（无量纲时间分别为，! ) &"!$，! ) &"$*）；（-）气泡处于 ! ) &"+.
时的坍塌阶段

如图 $（(）所示，& 个气泡在膨胀阶段以近似球

形膨胀，两侧的气泡微小地压缩中间的气泡，反过来

又被中间的气泡向外推 %由于初始半径不同，在两侧

的气泡还处于膨胀阶段时，中间的气泡已开始坍塌，

这便产生了与实例 ! 中坍塌阶段完全不同的演变过

程 %图 $（,）显示了外侧气泡处于坍塌的状态，同时

处于坍塌阶段的中间气泡在其中部产生了瓶颈现

象，瓶颈现象的三维视图如图 $（-）所示 % 从图 $（,）

中还可以看出在坍塌的最后阶段，中间气泡被撕裂

成两个小气泡 %此外，与实例 ! 不同，外侧气泡在坍

塌阶段的体积变化相对较小，这是由于它们的初始

体积较大 %
实例 ! 在这个例子中，布置了在同一时刻初

始半径均为 "# ) #"!’$! 的四个气泡，气泡中心的无

量纲位置分别为（* % $，#，#），（ / *% $，#，#），（#，* % $，

#）和（#，/ *%$，#）%注意该实例是后续的两个实例的

基础研究，在后续的两个实例中将研究在系统中心

另外布置一个气泡产生的效应 %
图 ’（(）显示了气泡完全对称膨胀的阶段，直到

它们达到最大半径 % 然后，气泡开始坍塌，在坍塌阶

段，每一个气泡均产生射流，射流指向系统的几何中

心，如图 ’（,）所示 %

图 ’ + 个气泡的相互作用 （(）膨胀阶段的气泡形状（无量纲时间分别为 ! ) #，! ) #"*$，! ) !"#!）；（,）坍塌阶段的气泡形状（无量

纲时间分别为 ! ) *"*0，! ) *"&’）

实例 " 此处四个气泡布置与例子 & 相同，只

是同时在系统的几何中心（#，#，#）处布置了第 $ 个

气泡 %
这 $ 个气泡一直膨胀直到它们到达最大半径，

如图 0（(）所示 % 在膨胀阶段，外侧的气泡偏离球形

并朝外运动，而中间的气泡几乎还是保持球形 %然后

外侧的气泡开始坍塌，气泡表面开始变形并产生指

向几何中心的射流，如 0（,）所示 % 外侧的气泡继续

向系统的几何中心运动 %通常，+ 个外侧气泡的动态

特性与实例 & 中的类似 %然而，中间气泡的存在减缓

了射流的形成以及演化，对比图 ’（,）! ) *"&’ 时和

图 0（,）! ) *"’+ 时的气泡外形 % 更有趣的现象是外

侧的气泡阻止中间的气泡在坍塌阶段缩小 % 中间的

气泡在 #1$ 平面呈现菱形而在 #1 % 平面呈现椭圆形
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（见图 !（"））# 远离气泡的环境压力（无量纲值为

$%&）比气泡内的压力（由于过度膨胀，该值远小于

$%&）大得多，这是因为外侧气泡伴随着射流而收缩，

另一方面，中间的气泡因四个外侧气泡的存在而被

周围的压力遮蔽住，因此要在较长时间后才会坍塌 #
’()(*+,［-.］已经进行过相似的模拟，也显示中间气泡

的改变相比外侧的 / 个气泡是很微小的，外侧 / 个

气泡的射流指向几何中心 # 此外，图 !（0）还显示了

气泡在无量纲时间 ! 1 -%2/ 时形成射流的三维视

图，从图 !（0）可以看出，气泡表面网格比较光顺和

均匀，这是由于在数值计算过程中引入了弹性网格

技术（345）［-!］#

图 ! 6 个相同气泡的相互作用 （)）膨胀阶段的气泡形状（无量纲时间分别为 ! 1 &，! 1 &%-6，! 1 $%&$）；（7）坍塌阶段的气泡形状

（无量纲时间分别为 ! 1 -%89，! 1 -%2/）；（0）! 1 -%2/ 时气泡形成射流的三维视图；（"）" 1 & 的剖面视图（无量纲时间分别为 ! 1

-%89，! 1 -%2/）

实例 ! 在这个例子中，设置在无量纲时间 ! 1
$%& 时的 6 个气泡，在该时刻外侧的 / 个气泡几乎达

到它们的全膨胀状态，如图 9 所示 #
图 9（)）显示无量纲时间 ! 1 $%& 时的气泡形状 #

/ 个外侧气泡几乎达到它们的最大体积，而第五个

气泡仍然处于膨胀阶段的初始阶段 #图 9（7）显示无

量纲时间 ! 1 $%6$ 和 ! 1 -%&/ 时的气泡形状 # 很清

楚地可以看到中间气泡仍然处于膨胀阶段，虽然气

泡形状与早期阶段相比已不再像球形 #这是由于存

在外侧气泡，而外侧气泡的内部压力很小并对中间

气泡的表面有抽吸作用 #另一方面，外侧气泡处于坍

塌阶段，并随着气泡收缩，液体射流背向系统的中

心 #这与实例 / 是完全相反的 #在实例 / 中，射流指

向系统中心 #因此，通过这个研究可以看到最内层气

泡的 形 成 时 间 将 决 定 外 侧 气 泡 所 产 生 的 射 流 的

方向 #
实例 " 在接下来的两个例子中，研究 ::54 方

法在模拟大尺度问题中的气泡动态特性的适用性 #
首先，模拟在同一时刻形成的 -6 个气泡，每一个气

泡都是从初始半径 #& 1 &%$26$ 开始膨胀，气泡初始

参数及气泡中心之间的初始距离与前面的实例类

似 #气泡群之间相互作用的动态过程如图 . 所示 #
图 .（)）显示了膨胀阶段的气泡形状 #除了中间

的气泡，所有的气泡都向外侧作微小的运动 #在坍塌

阶段，位于 $ 轴和 " 轴的最外侧的 / 个气泡迅速变

形，形成指向中心的射流 #位于对角的 9 个气泡变形

速度则小得多，但是仍然在初始阶段有形成射流的

趋势 #同时，最内侧的 6 个气泡基本上没有变化，如
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图 !（!）所示 " 周围相对较高的压力使 #$ 个外侧气

泡的外边界向系统的几何中心运动，同时内侧的气

泡大致上被这些外侧的气泡遮蔽 "

图 % & 个异同气泡的相互作用 （’）无量纲时间 " ( #)* 时气泡的形状；（!）处于坍塌阶段气泡形状（无量纲时间分别为 " ( #)&#，" ( $)*+）

图 , $& 个气泡的相互作用 （’）膨胀阶段的气泡形状（无量纲时间分别为 " ( *，" ( *)$,，" ( #)#*）；（!）坍塌阶段的气泡形状（无

量纲时间分别为 " ( $)&-，" ( $)..）

实例 ! 在最后一个例子中，这里模拟了在同

一时间形成的 /- 个气泡 " 每个气泡都从初始半径

#* ( *)#-&# 开始膨胀，膨胀阶段的 /- 个气泡的初

始位置和形状在图 #*（’）中显示 " 与前面的例子类

似，中间的气泡对称膨胀，其他气泡稍微向外偏离中

心运动且膨胀 "如图 #*（!）在坍塌阶段所示，外侧的

气泡发生变形，各自产生的射流指向系统的中心 "位
于角上的 + 个最外侧的气泡收缩最快，形成最清晰

向内指向中心的射流 "如图 #*（!）中所示，+ 个边上

的其余外侧气泡在射流形成时体积收缩，但是比角

上的气泡稍微晚一些 "内侧的气泡体积收缩得更晚 "
在无量纲时间 " ( $),,，内侧气泡仍然相对保持球

形 "图 ## 放大了在（ 0 &，&，*）附近的 , 个气泡的三

维形状 "在例子 - 和 . 中，可以观察到最内侧气泡的

坍塌有很明显的延迟 " 如果有更多相互间更接近的

气泡同相振动，这种效应将会更明显 "
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图 !" #$ 个气泡的相互作用 （%）膨胀阶段的气泡形状（无量纲时间分别为 ! & "，! & "’()，! & !’(*）；（+）坍塌阶段的气泡形状（无

量纲时间为 ! & (’))）

图 !! 左上角的 ) 个气泡三维视图

*’ 结 论

本文采用 ,,-. 方法与高阶边界元法相结合研

究了移动边界问题中的多气泡动态特性，证实了

,,-. 方法在模拟移动边界中的多气泡动力学问题

时是一种准确有效的方法，尤其是当气泡较多时，在

以后工作中采用 ,,-. 方法研究多气泡问题的复杂

物理特性是可行的 /
通过对不同组合的多气泡相互作用的动态特性

研究，可以发现处于多气泡中心的气泡运动变化缓

慢，相对较稳定，最先形成射流的往往是外侧或边缘
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的气泡 !随着气泡数的增多，这种效应更加明显 !此
外，多气泡的射流方向及运动状态，可能受到中间位

置气泡运动的影响，即通过调整多气泡中单个气泡

的初始状态，可以改变周围气泡的运动特征 !
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