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同时考虑黏性效应及外阻尼作用研究了一类广义强阻尼 *+,-./0120, 方程 3利用 /45-16+, 方法，首先证明了该方

程在初值 !（ "，$）"#!
$（!），!$（ "，$）"%#（!）的条件下初边值问题存在整体弱解 !（ "，$），并证明了整体弱解关于

初始条件具有连续的依赖性及唯一性 3其次，证明了该方程在初值 !（ "，$）"#!
$（!）###（!），!$（ "，$）"#!

$（!）的

条件下初边值问题存在整体强解 !（ "，$）3
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!山西省自然科学基金（批准号：#$$’$!!$$7）和国家自然科学基金（批准号：!$((#!%!）资助的课题 3

" 8.94+5：:+4,;-,<=>?@5+A3 BC 3 DE3 A,

! F 引 言

*+,-./0120, 方 程 是 物 理 学 中 很 有 用 的 模 型 3
!)’# 年，G0D->HD0,［!］首次将 *+,-./0120, 型方程用于

超导体中的 G0D->HD0, 结，其方程形式为

!$$ I !"" J D+,! K $，

其中 !$$ 为 ! 关于自变量 $ 的二阶偏导数，!"" 为 ! 关

于自变量 " 的二阶偏导数 3近年来，关于 *+,-./0120,
方程解的研究主要集中在两个方面 3一是利用各种

代数分析法求各种方程的精确解，如 LH-,M 等［#］利

用变形映射法给出了非线性 *+,-./0120, 方程的精

确解 3 N- 等［%］利用推广的 O 展开法求出了某类 *+,-.
/0120, 方程的精确解等 3另一方面是定性研究解的

性态问题，如 P? 等［&］和 LH4,M 等［7］求解更一般的

*+,-./0120, 方程，给出了一个完整的波函数和能量

方程 3 Q-949［’］证明了较一般的 *+,-./0120, 方程整

体吸引子的存在性，并给出了吸引子的维数估计 3
LH?［(］研究了方程

!$$ J"!$ I !"" J#&（D+,!）K ’（"，$）
整体解的存在性及唯一性 3可是，我们至今未见到关

于强阻尼作用下的广义 *+,-./0120, 方程解的存在

性结果 3本文考虑强阻尼的作用，研究一类广义强阻

尼 *+,-./0120, 方程

!$$ J"!$ I !"" J &（D+,!）

K$!$"" J ’（"，$）， （!）

具有初始条件

!（"，$）K !$，

!$（"，$）K !!

（#）

及边界条件

!（$，$）K $，

!（ (，$）K $
（%）

的初边值问题整体强解的存在性 3

# F 基本假设

对于方程（!），我们有如下假设：设! K（$，(），

（ ( R $），记 ) K! S［$，*］（ * 为充分大的正数），"
R $ 为耗散系数，$R $ 为常数，’（ "，$）为外力扰动

项 3为书写方便，以下讨论中某二元函数 +（ "，$）
关于 " 的偏导数记为 +"（ "，$），+""（ "，$）等；关于

$ 的偏导数记为 +$（ "，$），+$$（ "，$）等 3 设 ’（ "，$）
关于 "，$ 的 偏 导 数 存 在，且 关 于 " 的 偏 导 数 在

%T（$，*；#）#%#（$，*；#）中；关于 $ 的偏导数也在

%T（$，*；#）#%#（$，*；#）中，且满足

’（$，$）K ’（ (，$）K $， （&）

’（"，$）"%T（$，*；#）# %#（$，*；#）3 （7）

对于非线性函数 &（·），满足
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!（!）" !，

!（ "）!##（$），

!（ "） " %（$ % & " & ’），

(!（ "）
( " " %（$ % & " & #）)

（*）

其中 % + !)我们定义如下 ,-.-/01 空间：

&$ " ’$
!（!），

&# " ’$
!（!）# ’#（!），

’ " (#（!）)

’ 2 主要结果及证明

定理 ! 设 )（*，+），!（ "）满足上述假设和条件

（3）—（*）式，,!! &$，,$! ’，则初边值问题（$）—

（’）式存在整体弱解，且

, !(#（!，-；&$）# (4（!，-；&$），

,+ !(#（!，-；’）# (4（!，-；’）)
证明 首先，讨论近似解 )记 . 为 567/680 算子

!的负值，则 . 特征值与特征向量满足

."/ "#/"/ " 9"/** ，

! :#$ "## "⋯"#/ "⋯，

#/ $ 4（ / $ 4）， （;）

且特征向量｛"/（*）｝构成 &$ 的一组完备正交基 )注

意到边界条件（’）式，所以"/（!）""/（ 0）" !，对一

切的 1!2，令

31 " <76=｛"$，"#，⋯，"1｝)
寻求一个函数

,1（*，+）" %
1

/ " $
41
/（ +）"/（*），

其中 41
/（ +）为未知函数，使得对于任意的"5!31

满足逼近方程

（,1
++ ，"5 ）%$（,1

+ ，"5 ）%（,1
* ，"5*）%（!（<>=,），"5 ）

%%（,1
+*，"5*）"（ )（*，+），"5 ）) （?）

若取

,1（*，!）" ,1
! " %

1

5 " $
$1

5"5 $ ,!

（在 &$ 中强收敛）， （@）

,1
+（*，!）" ,1

$ " %
1

5 " $
%

1
5"5 $ ,$

（在 ’ 中强收敛）， （$!）

则（?）—（$!）式等价于一个常微分方程组的柯西问

题，由 A06=- 定理知，存在 +1 + !，使得在［!，+1］中存

在唯一的解 ,1（*，+）)
以下讨论中，用 # 表示与 1，- 均无关的常数，

且它们在不同的表达式中可能有不同的值 )
其次，作 先 验 估 计 ) 在（?）式 中 两 边 同 乘 以

41
5+（ +）%&41

5（ +），再对 5 从 $ 到 1 求和，令

61 " ,1
+ %&,1，

得

$
#

(
( +［& 61&# % &,1

*&# %%&&,1
*&#］

%（$ 9&）& 61&# 9（$ 9&）&（,1，61）

%&&,1
*&# %%&,1

+*&#

"（ )（*，+）9 !（<>=,1），61）) （$$）

设

! :&"&!，

&! " B>= $3 ，#$

#( )$ ，

$$ "&# ，

注意到

（$ 9&）& 61&# 9（$ 9&）&&,1&& 61&
%&&,1

*&# %%&,1
+*&#

+ $$

$ %%&
［& 61&# %（$ %%&）&,1

*&#］) （$#）

取

$# " $$

$ %%&
+ !，

记

7（ +）"（& 61&# % &,1
*&# %%&&,1

*&#），

由柯西C 许瓦兹不等式及 DE-=F6// 不等式，有

& 61&# % &,1
*&# %%&&,1

*&#

: 7（!）0G7（9$# +）% #’
+

!
& )&# (’

% #
$#

（$ 9 0G7（9$# +））) （$’）

因为 ,$!’，,!!&$，故

7（!）"& 61（*，!）&# % &,1
*（*，!）&#

%%&&,1
*（*，!）&#

为有界数列 )又由于

)（*，+）! (4（!，-；’），

故

’
+

!
& )&# (’ : #，

所以存在常数 # + !，使得

&,1
*&，& 61& : #，
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从而

!"
# ! $!（"，%；&），

’" ! $!（"，%；&）#
进一步由庞加莱不等式，得

!"
( $ ’" %!!" ! $!（"，%；&）#

最后，讨论收敛性 #综上可得

"!"
( "，"!"

#"，"!"" & )，

故存在子序列｛!"｝满足 !"#! 在 $!（"，%；*’）中弱

星收敛；!"( # ! 在 $!（"，%；&）中弱星收敛 # 从而

!"#!在 $(（"，%；*’）弱星收敛；!"( # !( 在 $(（"，%；

&）中弱星收敛 # 由 *’$&$ *)（ *)’ 是 *’ 的共轭空

间）及文献［*］，有 !"# ! 在 $(（"，%；&）中强收敛；

!"(#!( 在 $(（"，%；*)’ ）中强收敛 # 由 +（+,-!）的条

件，当 "#!时，对（.）式取弱星极限，则有 ! 满足

方程（’），且

! ! $(（"，%；*’）% $!（"，%；*’），

!( ! $(（"，%；&）% $!（"，%；&）#
证毕 #

定理 ! 在定理 ’ 的条件下，假设 !，’ 是初边

值问题（’）—（/）式的两个解，且满足 !"，’"! *’，

!’，’’!&，记 , $ ! % ’，则存在常数 -’，有

","( 0 ",#（ (）"(

&（",(（"）"( 0 ",#（"）"(）123（-’ (）#（’4）

证明 将 !，’ 分别代入（’）式，再将两式相减，

与# $ ,( 作内积，可得

’
(

5
5 (［（,( ，,( ）0（,#，,#）］

&（+（+,-’）% +（+,-!），,( ）#
进一步，由中值定理得

’
(

5
5 (［（,( ，,( ）0（,#，,#）］& ()","",(" #

所以存在常数 -’ ’$ ().，使得（’4）式成立 #证毕 #
定理 " 定理 ’ 中的解是唯一的 #
定理 / 是定理 ( 的直接推论 #
定理 # 设 /（ #，(），+（ 0）满足定理 ’ 的条件，

!"! *(，!’! *’，则初边值问题（’）—（/）式存在整

体强解，且

! ! $(（"，%；*(）% $!（"，%；*(），

!( ! $(（"，%；*’）% $!（"，%；*’）#
证明 首先，讨论近似解 #类似定理 ’ 的证明寻

求一个函数

!"（#，(）$ (
"

1 $ ’
2"
1（ (）#1（#），

其中 2"
1（ (）为未知函数，使得对于任意的#3!4"，

满足逼近方程

（!"
(( ，#3 ）0$（!"

( ，#3 ）%（!"
## ，#3 ）

0（+（+,-!"），53 ）

$%（!"
(##，#3 ）0（ /（#，(），#3 ）# （’6）

若取

!"（#，"）$ !"
" $(

"

3 $ ’
$"

3#3 # !"

（在 *( 中强收敛）， （’7）

!"
(（#，"）$ !"

’ $(
"

3 $ ’
%

"
3#3 # !’

（在 *’ 中强收敛）， （’8）

则（’6）—（’8）式等价于一个常微分方程组的柯西问

题，由 91:-; 定理知，存在 (" < "，使得在［"，("］中存

在唯一的解 !"（ (）#
其次，讨 论 先 验 估 计 # 在（’6）式 两 边 同 乘 以

&32
"
3(（ (）0!2"

3（ (），并对 3 从 ’ 到 " 求和，记

’" $ !"
( 0!!"，

则

’
(

5
5 (［"6!""( 0 " ’"#"( 0%!"!"

##"(］

0!"6!""( 0（$ %!）" ’"#"(

%!（$ %!）（6!"，’"）0%"!"
(##"(

0（+（+,-!"），6’"）$（ /，6’"）# （’*）

设

" &!&!"，

!" $ =,- $4 ，&’

(( )$ ，

同上述讨论，有

!"6!""( 0（$ %!）"’"#"( %!（$ %!）（6!"，’"）

0%"!"
(##"( )!("6!""( 0$("’"#"( #

记

7 $ =,- $( ，!(
’

’ 0%
{ }! ，

8（ (） *
**

$ ’ 0%’ !6!" % ’
’ 0%’ !

*
**

/
(

0 " ’"#"(，

则

8（ (）$ 8（"）123（% 7(）0 )（’ % 123（% 7(）），

故存在常数 ) < "，使得" !"
##"，" !"

(#" & )，又由

于 !"
(（"，(）$ "，故

"!"
(（#，(）"&

.
’(
"!"

(#（#，(）" & ) #
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最后，讨论收敛性 !综上可得! !"!，! !"
# !，

!!"
$!，! !"

$$!，! !"
#$! " % !由!!"!，! !"

$!，

!!"
$$!有界，可得 !" 在 &#（$，’；(% ）中有界，由

!!"
# !，!!"

#$!有界，可得 !"
# 在 &#（$，’；(&）中有

界，故存在子序列｛!!｝满足 !!" ! 在 &#（$，’；(%）

中弱星收敛，!!# " !# 在&#（$，’；(&）中弱星收敛；从

而 !!" ! 在 &%（$，’；(% ）中弱星收敛，!!# " !# 在

&%（$，’；(&）中弱星收敛 ! 类似定理 & 的证明，可得

!（$，#）满足初边值问题（&）—（’）式，且

! #&%（$，’；(%）$ &#（$，’；(%），

!# #&%（$，’；(&）$ &#（$，’；(&）!
证毕 !

( ) 结 论

本文考虑黏性效应及外阻尼同时作用下的一类

广义 强 阻 尼 *+,-./0120, 方 程，利 用 /34-15+, 方 法

以及柯西.许 瓦 兹 不 等 式 和 /10,6344 不 等 式 等 技

巧，证明 了 该 方 程 在 初 值 !（ $，$）# )&
$（"），

!#（$，$）#&%（"）的条件下初边值问题存在整体弱

解 !（$，#），并证明了整体弱解关于初始条件具有连

续的依赖性及唯一性 !进一步证明了该方程在初值

!（$，$）#)&
$（"）$)%（"），!#（$，$）#)&

$（"）的 条

件下初边值问题存在整体强解 !（$，#）!

［&］ 708-9:80, ; < &=>% *+,- ! &.## ! ! %?&
［%］ @:-,A B，CD- E %$$> %+/0 ! *+,- ! !" ’?
［’］ F- F *，G:-, 7，C3,A H B %$$? %+/0 ! *+,- ! !# &=%>
［(］ ID J I，G:-, G C %$$? %+/0 ! *+,- ! !# (>’
［?］ @:3,A K L，G:-, H，<D3, @ I %$$? %+/0 ! *+,- ! !# (%

［>］ M-N3, O &=PP 102/0/#..3/".0-/4056 7,05"/856 (,-#."- /0 9.8+0/8-

503 *+,-/8-（Q-6 C015：*91+,A-1）99&?—%>，P$—&&’
［R］ @:D @ S，ID C %$$$ : ! %+/0 ! ;!5<# ! 95#+ ! !" R&
［P］ I+0,8 7 I，T3A-,-8 U &=R% =40.+4"40.4!- >4!035<, ?56!. *<4@6."

503 ABB6/85#/40（Q-6 C015：*91+,A-1）V04 !
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03’%()#* 4)(5 &(,#*/ .%67)*/!

!"#$% &’#$()*$+）, )#$% -#$(.’#+） )/ 0/$(1*$%2）

+）（!"##$%$ "& ’()$*($，+,)-.,* /*)0$12)3- "& +$(4*"#"%-，+,)-.,* 343325，!4)*,）

2）（!"##$%$ "& ’()$*($，5"134 !4)*, /*)0$12)3- "& +$(4*"#"%-，6$)7)*% +3335+，!4)*,）

（0*6*’7*8 24 9:7*;<*= 233>；=*7’?*8 ;#$/?6=’@A =*6*’7*8 4 B*@A*;<*= 233C）

D<?A=#6A
D E’$8 :F %*$*=#G’H*8 B’$*(I:=8:$ *J/#A’:$? K’A" ?A=:$% 8#;@’$% #=* ?A/8’*8，6:$?’8*=’$% <:A" 7’?6:?’AL *FF*6A #$8 *MA*=$#G

8#;@’$%N O’=?AGL，<L A"* #’8 :F I#G*=E’$ ;*A":8，/$8*= A"* ’$’A’#G 7#G/* 6:$8’A’:$? .（ 8，3）"9+
3（!），.3" :2（!），K* @=:7*

A"* *M’?A*$6* #$8 /$’J/*$*?? :F # %G:<#G K*#E ?:G/A’:$ .（ 8，3）F:= A"* ’$’A’#G <:/$8#=L 7#G/* @=:<G*;? #$8 A"* 6:$?A#$A
8*@*$8*$6* :F ?:G/A’:$ :$ A"* ’$’A’#G 7#G/* N B*6:$8GL，/$8*= A"* ’$’A’#G 7#G/* 6:$8’A’:$? .（ 8，3）"9+

3（!）#92（!），.3（ 8，3）

"9+
3（!），A"* 6:/=?* :F @=::F :F A"* *M’?A*$6* :F ?A=:$% ?:G/A’:$ .（ 8，3）’? #G?: *M@G#’$*8 <L /?’$% I#G*=E’$ ;*A":8N

"#$%&’()：B’$*(I:=8:$ *J/#A’:$?，?A=:$% 8#;@’$%，I#G*=E’$ ;*A":8，%G:<#G ?:G/A’:$
*+,,：34>PI，32Q3

!R=:S*6A ?/@@:=A*8 <L A"* 9#A/=#G B6’*$6* O:/$8#A’:$ :F B"#$M’ R=:7’$6*，T"’$#（I=#$A 9:N 233>3++33P）#$8 A"* 9#A’:$#G 9#A/=#G B6’*$6* O:/$8#A’:$ :F

T"’$#（I=#$A 9:N +3CC2+4+）N

, U(;#’G：S’#$K*$HV@/<G’6N AL N ?MN 6$

P2325 期 张建文等：一类广义强阻尼 B’$*(I:=8:$ 方程的整体解


