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研究在量子场理论、弱非线性色散水波、非线性光学等领域中出现的 )*+,-./012314501 方程 6对 )*+,-./012314501
方程的研究会导出具有高次非线性项的非线性数学物理方程 6选取 7.854+, 方程作为辅助常微分方程，借助于它并

根据齐次平衡原则，求解了 )*+,-./012314501 方程，得到了该方程的包络孤立波解和包络正弦波解 6
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# @ 引 言

现代物理学的进展在很大程度上将依赖于非线

性数学及求解非线性方程方法的进展［#］6近年来，多

种获取非线性数学物理方程精确解的方法陆续被提

出，例如反散射方法［&］、A.+0B4 双线性算子方法［%］、齐

次平衡方法［!，=］、双曲正切函数展开法及其扩展方

法［<］、:4C0D. 椭圆函数展开法［"］、9 展开法［(—#"］等等 6
9 展开法最初是为了概括 :4C0D. 椭圆函数展开法［"］

而提出来的，它揭示了复杂的非线性偏微分方程和

辅助常微分方程之间的关系 6
本文考虑 )*+,-./012314501 方程［#(，#’］
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此方程出现在许多领域，如量子场理论、弱非线性色

散水波、非线性光学等，因而对此方程的精确求解是

十分有意义的工作 6
对 )*+,-./012314501 方程（#）的研究将导出具有

高次非线性项的非线性数学物理方程，由于较强的

非线性，已有的研究文献给出精确解的很少 6在本文

中，我们尝试借助于 7.854+, 方程作为辅助常微分方

程并根据齐次平衡原则来研究方程（#）的精确解 6这
个 7.854+, 方程［&$］是
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可以直接验证，方程（&）有下列解：
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值得注意的是，方程（&）还有其他解，限于篇幅

我们略去这些解 6
用本文方法还可求解 OP7Q 方程［&#］
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等 6限于篇幅，这些方程的结果不再一一给出 6

& @ )*+,-./012314501 方程的行波解

由于方程（#）中的 ! G !（ #，"）是复函数，故

设［&=］

!（#，"）G *（!）*Z[｛.［#（!）F$"］｝， （<）

式中!G # F +"，*（!）（ *（!）M $），#（!）为待定实函

数，$，+ 为待定常数 6将（<）式代入方程（#），消去因

子 *Z[｛.［#（!）F$"］｝，并令实部和虚部分别为零，
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得!（"）及 !（"）的方程组
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为简化方程组（+），（-），令
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将（/）式代入方程（-），可使方程（-）自动成立 ,将（/）

式代入方程（+），得
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于是，求解方程组（+），（-）的问题简化为由方程（’*）

解出 !（"），然后将 !（"）代入（/）式，积分后求出

!（"）,考虑到 !! 与 !( 的齐次平衡，设方程（’*）的解

具有下列形式：

!（"）)$#（"） （$ 1 *）， （’’）

式中 #（"）满足辅助常微分方程（$）,将（’’）式代入

方程（’*），注意利用方程（$）并消去公因子$#，得

$ % "$
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令（’$）式中 #*，#$ 与 #. 的系数为零，得到$，" 和

#的代数方程组（$，% 和 & 视为已知参数）
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下面我们分三种情形来进行讨论 ,
情形 ! 当 $ 1 *，% ) $%$，& )（%$ " ’）$ 时，

对方程组（’&）求解后可得
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式中%$ 3 ’ ,将解（’.）及（&）式代入（’’）式，得
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当取 $ ) " # % "$( ). ，%) "
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$ 时，（’(）式的结果与文献［’-］中（&8’(）式取正

值的情形相似 ,将（’.），（’(）式代入（/）式，积分后得
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将（’.）—（’0）式代入（0）式，得 @=:ABCD5EFGE9<5E 方程

（’）的精确解
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式中 $ 1 *，%$ 3 ’，") ’ " $%
$

’ "%! $ (，"* 为积分

常数 ,
显然，
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,

情形 " 当 $ ) *，% ) ’，& ) "%，%1 * 时，对方

程组（’&）求解后可得
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将解（’+）及（.）式代入（’’）式，得
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将（’+），（’-）式代入（/）式，积分后得

!（"）) ’
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将（’+）—（’/）式代入（0）式，得 @=:ABCD5EFGE9<5E 方程

（’）的精确解
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式中参数!3 2，"2 为积分常数 4显然，

!!（"，#） ! " %!!
" & #
!!( )# !

’!
4

情形 ! 当 $ " & #，% " !!，& " # &!!，! 3 #
时，对方程组（#5）求解后可得
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将（!2），（!#）式代入（9）式，积分后得
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将（!2）—（!!）式代入（:）式，得 ;).<=,>?@AB@-1?@ 方程

（#）的精确解
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将（!2），（!#）和（!5）式代入（:）式，得 ;).<=,>?@AB@-1?@
方程（#）的精确解
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在 !5，!% 中，" " " & !!
!!! & #
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数 4显然，
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5 C 结 论

本文利用 D,E1-.< 方程作为辅助常微分方程，求

解了 ;).<=,>?@AB@-1?@ 方程，得到了其包络钟状孤波

解、包络代数孤波解和包络正弦波解 4 与文献［#F，

#9］相比，本文方法更简洁，结果更丰富 4本文还丰富

了 G 展开法的内容 4
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