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运用统一色噪声近似理论和两态模型理论，研究了周期矩形信号和关联的乘性色噪声和加性白噪声驱动的非

对称双稳系统的随机共振现象，得到了适合信号任意幅值的信噪比表达式 (信噪比是乘性噪声强度、加性噪声强
度、乘性噪声自关联时间、噪声耦合强度的非单调函数，所以该双稳系统中出现了随机共振 (同时，调节加性噪声强
度比调节乘性噪声强度更容易产生随机共振 (势阱静态非对称性和噪声之间的耦合强度对信噪比的影响是不
同的 (
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# : 引 言

#’;#年，<15=/等［#］在研究第四纪全球气象冰川
问题时提出了随机共振的概念 (此后，出现了大量关
于随机共振现象的理论和实验研究［%—%>］( ?.3@1 和
A1B0CD［%］观察了具有双稳输出特性的 E9F-/DD触发器
电路系统，并用该实验第一次证实了随机共振现象

的存在 (G9H.-.I. 等［*，&］提出了两态模型理论并且
在绝热近似的条件下用信噪比来刻画随机共振 (
J2K-.5 等［)］提出了线性响应理论来解释随机共振
现象 (胡岗等［>］采用本征值微扰理论来研究随机共
振 (周同等［"］提出用半周期内驻留时间作为随机共
振的测度 (后来，人们又发展了一些非经典的随机共
振理论，如相干随机共振［;—#$］、自适应随机共振［##］、

耦合随机共振［#%，#*］、参数调节随机共振［#&，#)］、非周期

随机共振［#>］、非马尔可夫随机共振［#"］(上述研究中
很多都是考虑对称的双稳系统，然而在许多实际的

物理系统中对称性是不能保证的，故势阱的非对称

性被引入磁通量闸门磁力计量器和超导量子干涉设

备中来探测弱的信号［#;，#’］(李静辉［%$］研究了由白噪
声驱动的双稳系统中势阱的非对称性对随机共振的

影响，发现势阱的非对称性能够使系统的信噪比减

小 ( H/K/D/5等［%#］研究了由周期信号和随机力驱动的

非对称双稳系统，给出了转换时间分布的理论和数

值结果 (这些研究是在绝热近似理论条件下进行的，
只适用于信号振幅较小的情况 (后来通过选择适当
的周期矩形信号，得到的信噪比表达式可以适用于

信号的任意振幅情形 ( L1I.BF9F15KC［%%］从理论和实验
两方面研究了一个由周期矩形信号和加性白噪声驱

动的非对称双稳系统的随机共振问题 (徐伟等［%*］在
由周期矩形信号、乘性以及加性白噪声驱动非对称

双稳系统中观察到了随机共振现象，发现改变加性

噪声强度比改变乘性噪声强度更容易产生随机共

振 (本文考虑关联的乘性色噪声、加性白噪声和周期
矩形信号驱动的非对称双稳系统，运用统一色噪声近

似理论，得到了信噪比的表达式 (在该系统中发现了
随机共振现象 (还讨论了各个参数对信噪比的影响 (

% : 非对称双稳系统的信噪比

考虑关联的乘性色噪声和加性白噪声共同作用

的一维非对称过阻尼双稳系统，该系统可以由以下

郎之万方程描述：

!·M "（!）N # N !!（ $）N"（ $）N %&（ $）( （#）
这里

"（!）M O ’P$（!），

’$（!）M O #
% !% N #

& !&，
（%）

第 )"卷 第 &期 %$$;年 &月
#$$$,*%’$Q%$$;Q)"（$&）Q%$*),$>

物 理 学 报
RSTR UAVEWSR EWHWSR

XC0()"，HC(&，R7I/0，%$$;
!

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
%$$; SF/5( UF2B( EC9(



式中 !!（"）代表对称的双稳势函数 "方程（#）中的常

数 # 刻画双稳系统的非对称性，$ 为常数，周期为 %
的矩形信号由下式给出：

&（ ’ $ %）% &（ ’）

%
# （! & ’ ! % ’(），

) # （% ’( & ’ ! %）{ "
（*）

（*）式中的!（ ’）和"（ ’）分别为乘性色噪声和
加性白噪声，它们之间是白关联的，均值和方差分

别为

〈!（ ’）〉%〈"（ ’）〉% !， （+,）

〈!（ ’）!（ (）〉%
)
#

-./ ) ’ ) (( )#
， （+0）

〈"（ ’）"（ (）〉% (*$（ ’ ) (）， （+1）
〈!（ ’）"（ (）〉%〈"（ ’）!（ (）〉

% (%")*$（ ’ ) (）， （+2）
其中 ) 和* 分别为乘性噪声强度和加性噪声强度，

%为噪声耦合强度 "
运用文献［(3］的统一色噪声近似方法，结合方

程（#）—（+），相应的 4566-789:,;16方程为

!+（"，’）
!’ % ) !!"

$（"）+（"，’）

$ !
(
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这里

$（"）% -（"）$ # $ $&（ ’）
.（"） $ /=（"）

.(（"）

) .=（"）/（"）
.*（"）

， （>,）

,（"）% /（"）
.(（"）
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.（"）% # $ (#"(， （>1）

/（"）% *［0"( $ (%"0" $ #］" （>2）
定态概率密度函数可以表示为

+?@（"）% 1［,（"）］)#’( -./ )&（"）( )* ， （3）

式中 1 为归一化常数，

,（"）% *［0"( $ (%"0" $ #］
（# $ (#"(）(

，

其中 0 % ) ’* 表示乘性噪声强度与加性噪声强度
的比值 "这里的&（"）为广义势函数，

&（"）% #(0"
+ ) +%#

* "0 0
"* $’（%，#）"( $(（%，#）" $)（%，#）:; 0"( $ (%"0" $ #
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0" $%
# )%" ( ($ ) #0 " $ %#
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:; 0"( $ (%"0" $ #

)+（%，#）,71@,;
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（ # $ $&（ ’））， （A）

式中

’（%，#）%
(#（+%( ) #）) 0（(# ) #）

(0( ， （B,）

(（%，#）%
(%［+#（# ) (%(）$ 0（(# ) #）］

0( "0
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(0* ， （B1）

*（%，#）% %
# )%" (

0( $ 0（(# ) #）（+%( ) *）) (#（#>%+ ) (!%( $ <）
0* ， （B2）
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#
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"0 0
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设 " C % C #和 "! % !为未扰系统的稳定点和

不稳定点，在绝热近似条件下和时间尺度 %#2 ) #
C !

时，粒子由 " $所在的势阱跃迁到 " )所在的势阱的

跃迁速率及相应的逆跃迁速率为
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! ! "
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" ! !% )*+［（! %& !! ’& ! (（ )））’$］， （&%）
式中 ! ! %代表方程（&）仅受乘性噪声和加性噪声时 的特征转换率 - ! ! %和 & !的表达式为

! !% " &
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& ! ""+ !
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./ + ! (#"+ 0 & !$（#，"） 12341/# ! "+
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, 12341/ #
& ,#"( )(
， （&(）

式中

* ! " , "(+ ! 5#"
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7 12341/# ! "+
& ,#" (
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利用两态模型理论［5］，设 , ! 分别表示在稳态

# !的概率，则 , !满足概率交换的主方程

,·0 " , ,·, " ! ,（ )）, , , ! 0（ )）, 0 - （&5）
在绝热近似条件下，由于局部平衡的确立要比跃迁

概率之间的交换快很多 -因此，方程（&5）的初始分
布为

, 0（ )）"
! ,（ )）

! ,（ )）0 ! 0（ )）
，

, ,（ )）"
! 0（ )）

! ,（ )）0 ! 0（ )）
，

（&8）

对随机过程 #（ )），利用两态模型理论，我们可
以计算如下的条件概率：

-（.，)& ,，)(）" -（.，)&）0
)（.，)&）)（,，)&）

-（,，)&）
7 )*+（,#%（ )& , )(））， （&9）

式中 )& : )(，

#% " ! 0（ )）0 ! ,（ )）
为方程（&5）的在绝热近似条件下的本征值，

)（&，)）" ,)（, &，)）"
! 0（ )）! ,（ )" ）

! 0（ )）! ,（ )）
为方程（&5）的在绝热近似条件下的本征函数 -
根据马氏过程理论，我们可以给出联合概率密度

-（.，)&；,，)(）
" -（.，)& ,，)(）-（,，)(）

" -（.，)&）-（,，)(）0
)（.，)&）)（,，)&）

-（,，)&）
7 -（,，)(）)*+（,#%（ )& , )(））- （&;）
在时间尺度#%# / , &，"$ )& , )( 下，利用"

函数的性质，上述联合概率密度可以表示为

-（.，)&；,，)(）
" -（.，)&）-（,，)(）

0
("（ )& , )(）
#%

)（.，)&）)（,，)&）- （&<）

对于任意的函数 0，有下列公式成立：
0［ % 0 ’(（ )）］

" &
(［ 0（ % 0 ’）0 0（ % , ’）

0 (（ )）（ 0（ % 0 ’）, 0（ % , ’））］- （&=）
由（&<），（&=）式根据平均自相关函数定义 1（ )）

"《#（ )&）#（ )(）》) 并结合文献［(<］中的方法，可以解
得相关函数的表达式为

1（ )）" 2（ %& !，’& !）〈(（ )）(（%）〉
0 3（ %& !，’& !）"（ )）， （(%）

式中
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&
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&
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0 &
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功率谱 !（!）定义为平均自相关函数的傅里叶
变换，可以写为

!（!）! !"（#）$ !%（!）， （%%）
式中 !"（#）为噪声背景下零频处相应的谱密度，

!%（!）为与输出信号相应的谱密度 &
!"（#）! "（ #$ ’，%$ ’）， （%()）

!%（!）! &（ #$ ’，%$ ’）
*
!!

+

’ ! #
（%’ $ "）,%

-"［! ,（%’ $ "）#］& （%(.）
因而信噪比$/0的表达式可以写为

$/0 ! *
!

&（ #$ ’，%$ ’）

"（ #$ ’，%$ ’）
& （%1）

（%1）式是在绝热近似的条件下得到的，应该满足条
件 $ ’"" &这时（%1）式可以简化为

$/0 ! *
!

( ’# %% $%’
2345（ #$ ’）

& （%6）

(7 噪声和信号对系统信噪比的影响

利用（%6）式，我们讨论加性噪声强度 )、乘性噪
声强度 *、噪声强度比值 +、噪声耦合强度%、乘性
噪声自关联时间&和静态非对称性 # 对信噪比的影
响 &为了方便，在图 "—图 8中仅讨论 # 9 #的情况并
假定初始条件 ,（ - ! #）! , , &
图 " 给出了信噪比作为加性噪声强度 ) 的函

数随 # 的变化曲线 &从图 "可以看出，随着 ) 的增加
在信噪比曲线上出现了单峰，这意味着随机共振的

发生 &随着 # 的增加，峰值开始降低并且峰值的位置
左移 & 而噪声之间无关联时峰值的位置右移 &

图 " 信噪比作为加性噪声强度 )的函数随 # 的变化

% ! #7#6，* ! %#，%! #71，&! "7#

图 % 给出了信噪比作为乘性噪声强度 * 的函
数随 # 的变化曲线 &从图 %可以看出，曲线存在极大
值，这说明该情况下存在随机共振 &随着 # 的增加，
峰值开始降低并且峰值的位置右移 &由图 " 和图 %
还可以看出，改变加性噪声强度 ) 比改变乘性噪声
强度* 更容易产生随机共振 &

图 % 信噪比作为乘性噪声强度 *的函数随 # 的变化

% ! #7#6，) ! #76，%! #71，&! "7#

图 (给出了信噪比作为噪声耦合强度%的函数
随 # 的变化曲线 &从图 (可以看出，随着%的增加在
信噪比曲线上出现了单峰，该情况下也出现随机共

振 &随着 # 的增加，峰值开始降低，同时峰值的位置
左移 &

图 ( 信噪比作为噪声耦合强度%的函数随 # 的变化

% ! #7#6，* ! %#，. ! #76，&! "7#

图 1给出了信噪比作为静态非对称性 # 的函数
随噪声强度比值+ 的变化曲线 &从图 1可以看出，曲
线上出现了明显的单峰，表明产生了随机共振 &当
: # :增加时，信噪比减小 &该结论与文献［%%］一致 &同
时，随着噪声强度比值 + 的增加，信噪比逐渐减小 &
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该结果与噪声之间无关联的情形结论相反 !
图 "和图 #给出了信噪比作为静态非对称性 !

的函数分别随乘性噪声自关联时间!和噪声之间的
耦合强度"的变化曲线 !图"和图#中均出现随机

图 $ 信噪比作为静态非对称性 ! 的函数随 "的变化

# % &’&"，$ % (’&，!% (’&，"% &’$

图 " 信噪比作为静态非对称性 ! 的函数随!的变化

# % &’&"，$ % "’&，% % &’"，"% &’$

共振现象，并且当 ) ! )增加时，信噪比减小 !随着噪声
之间的自关联时间!和噪声之间的耦合强度"的增
加，信噪比也随之增加 !

图 # 信噪比作为静态非对称性 ! 的函数随"的变化

# % &’&"，$ % "’&，% % &’"，!% (’&

$ ’ 结 论

本文研究了白关联的乘性色噪声和加性白噪声

以及矩形信号对非对称双稳系统的影响 !（(）所得到
的信噪比表达式不仅适用于信号幅值较小的情况，

而且也适用于信号幅值较大的情况，即适用于任意

信号幅值 !（*）调节加性白噪声强度比调节乘性色噪
声强度更容易产生随机共振 !（+）随着乘性色噪声自
关联时间的增加，信噪比的峰值逐渐增大 !（$）随着
噪声之间耦合强度的增加，信噪比的峰值也逐渐增

大 !（"）由于噪声之间关联性，使得随机共振的产生
与系统的初始状态有关，即噪声之间的关联对初始

状态具有记忆性 !本文假定 &（ ’ % &）% & ,，对于 &（ ’
% &）% & -完全可以进行类似讨论 !

［(］ ./012 3，456/78 9，:5;<2802 9 (=>( ( ! )*+, ! #：-.’* ! /01 ! !"

?$"+
［*］ @85A/ 4，B/C;D6 @ (=>+ )*+, ! 20’’ ! 9 #$ "
［+］ EFG8H878 .，I2/C/0J/;K L，3DM 3 (=>> )*+, ! "03 ! 20’’ ! %& *#*#
［$］ EFG8H878 .，I2/C/0J/;K L (=>= )*+, ! "03 ! 9 ’# $>"$
［"］ NMOH80 E P，E800/;;8 3，EFQ;206DFO R : S，46DFOC G T (==&

)*+, ! "03 ! 20’’ ! %( *#&#
［#］ B5 T，G2FD;2C T，G2FD;2C Q (==& )*+, ! "03 ! 9 ") *&+&
［U］ VWD5 X，EDCC @，Y50Z R (==& )*+, ! "03 ! 9 ") +(#(
［>］ E8CD;2A/7 Y，3D[20CD0 9 (==" )*+, ! "03 ! S (! $&*(

［=］ RD778 Y E (==U )*+, ! "03 ! S (( #"++
［(&］ NW878 9 L，E5OWD<8KWM8M X (=== )*+, ! "03 ! S %& *U*U
［((］ \80Z X (==> )*+, ! 20’’ ! 9 )"( U=
［(*］ VW80Z \，B5 T，T8HH826D02 ? (==> )*+, ! "03 ! S (* *="*
［(+］ L78]2/FO2 9 *&&$ )*+,45. 9 ’’’ "&"
［($］ ?2 Y ?，̂5 . B *&&# 6*41 ! )*+, ! !( *>#U
［("］ ?2 Y ? *&&U 6*41 ! )*+, ! !% +$&
［(#］ QD;;20C Y Y，QWD] Q Q，Q8</;8 9 Q，PHWDJJ X X (==# )*+, ! "03 ! S

(" ""U"
［(U］ TDMFW5O P，B80ZZ2 R *&&+ )*+, ! "03 ! 20’’ ! #! &U&#&(

=+&*$期 周丙常等：关联噪声驱动的非对称双稳系统的随机共振



［!"］ #$%&’()* + ,，-./)*0* 1 2，3*44*’5($’ 6 !778 !"#$ 9 %&’ 9 , !!

:;:7
［!7］ 3*44*’5($’ 6，-./)*0* 1 2 <;;< !"#$ 9 %&’ 9 (&)) 9 "" <=;>;!
［<;］ 6’ ? @ <;;< !"#$ 9 %&’ 9 , ## ;=!!;:
［<!］ A’B’5’$ 1，C5(%B) A 3，-./)*0* 1 2 <;;= !"#$ 9 %&’ 9 , #" ;!>!;=
［<<］ 3D0*)&%&D$B( E F <;;= *&+" 9 !"#$ 9 (&)) 9 $% <G>
［<=］ H. I，?’$ J K，6’ I，+*( C ? <;;G ,"-. 9 !"#$ 9 &’ !;88
［<:］ L*$M J +，H. ? H，H’D J <;;= /+)0 !"#$ 9 1-. 9 !$ <8!<（ ’$

N&’$D)D）［康艳梅、徐健学、谢 勇 <;;= 物理学报 !$ <8!<］

［<G］ N&D$M O @，N*( 6，I. P ? <;;: /+)0 !"#$ 9 1-. 9 !( <GG>（ ’$

N&’$D)D）［程庆华、曹 力、吴大进 <;;: 物理学报 !( <GG>］

［<>］ Q&*$M 6 J，N*( 6，?’$ 3 H <;;> /+)0 !"#$ 9 1-. 9 !! ><="（ ’$

N&’$D)D）［张良英、曹 力、金国祥 <;;> 物理学报 !! ><="］

［<8］ ?’* J，Q&D$M H R，@. H +，6’ ? 2 <;;! !"#$ 9 %&’ 9 , #( ;=!!;8
［<"］ 3’$ST.0M C 6，R.)5(U(’5 + 1 <;;< !"#$ 9 %&’ 9 , ## ;<!!;8

!"#$%&’"($ )*’#+&+$* (+ &+ &’,--*")($ .(’"&./* ’,’"*-
0)(1*+ ., $#))*/&"*0 +#(’*!

Q&(. -’$MVN&*$MW H. ID’
（2&304)5&.) 67 /338-&9 :0)"&50)-+$，;64)"<&$)&4. !68#)&+".-+08 =.-’&4$-)#，>-X0. 8!;;8<，,"-.0）

（2D%D’UDY 7 1Z0’/ <;;8；0DU’)DY 4*$.)%0’Z5 0D%D’UDY !7 ?./[ <;;8）

1T)50*%5
\&D Z&D$(4D$($ (] )5(%&*)5’% 0D)($*$%D（C2）’$ * T’)5*T/D )[)5D4 ).T^D%5 5( %(00D/*5DY 4./5’Z/’%*5’UD %(/(0DY *$Y *YY’5’UD

_&’5D $(’)D) *$Y * ZD0’(Y’% 0D%5*$M./*0 )’M$*/ _’5& * %($)5*$5 %(4Z($D$5 ’) ’$UD)5’M*5DY ’$ 5&D .$’]’DY %(/(0DY $(’)D *ZZ0(‘’4*5’($
*$Y T[ *ZZ/[’$M 5&D 5_(V)5*5D 5&D(0[ 9 \&D D‘Z0D))’($ (] 5&D )’M$*/V5(V$(’)D 0*5’(（CA2）’) (T5*’$DY ](0 *0T’50*0[ )’M$*/ *4Z/’5.YD 9
\&D CA2 ’) * $($V4($(5($’% ].$%5’($ (] ’$5D$)’5’D) (] 4./5’Z/’%*5’UD %(/(0DY *$Y *YY’5’UD _&’5D $(’)D)，%(00D/*5’($ 5’4D (]
4./5’Z/’%*5’UD %(/(0DY $(’)D *$Y 5&D )50D$M5& (] 5&D %(.Z/’$M TD5_DD$ $(’)D)，)( C2 *ZZD*0) ’$ 5&D T’)5*T/D )[)5D49 +D*$_&’/D，
’5 ’) 4(0D D]]D%5’UD 5( %($50(/ C2 5&0(.M& *Y^.)5’$M 5&D *YY’5’UD _&’5D $(’)D ’$5D$)’5[ 5&*$ *Y^.)5’$M 5&D 4./5’Z/’%*5’UD %(/(0DY $(’)D
’$5D$)’5[ 9 +(0D(UD0，5&D D]]D%5) (] Z(5D$5’*/ *)[44D50[ *$Y 5&D )50D$M5& (] 5&D %(.Z/’$M TD5_DD$ $(’)D) ($ CA2 *0D (ZZ()’5D 9

)*+,-./0：*)[44D50’% T’)5*T/D )[)5D4，)5(%&*)5’% 0D)($*$%D，)’M$*/V5(V$(’)D 0*5’(，ZD0’(Y’% 0D%5*$M./*0 )’M$*/
1233：;G:;，;<G;

!R0(^D%5 ).ZZ(05DY T[ 5&D A*5’($*/ A*5.0*/ C%’D$%D K(.$Y*5’($ (] N&’$*（30*$5 A()9 !;:8<;7!，!;==<;=;）9

W ,V4*’/：/D’[.a$_Z.9 DY.9 %$

;:;< 物 理 学 报 G8卷


