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对于非线性振动系统，如果通过线性耦合可以实现派生系统与原系统的同步，则可以建立相应的预测派生系

统，使得预测派生系统的响应与经!时间以后的原系统响应同步，实现对原振动系统的非线性响应，特别是混沌响
应的预测 &也可以建立多级的预测派生系统，预测较长一段时间以后的振动系统未来的非线性响应 &对于 ’())*+,系
统建立了 %级的预测派生系统，可以比较精确地预测 - .左右的原系统混沌响应 &
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!国家自然科学基金（批准号："#-!$#!1）资助的课题 &

" 2 引 言

自从 345678等［"］实现了混沌的同步以来，非线
性同步问题引起了许多研究者的关注，取得了很多

研究成果［$—9］&近年来，出现了一些新类型的同步，
比如广义同步、延迟同步、相同步以及预测同

步［1，"#］，其中预测同步的提出是一个突破 &由于混沌
运动是系统内禀随机性的表现，一般无法对其运动

进行预测，但是预测同步可以使得派生系统响应与

一定时间后未来的原系统混沌响应同步，相当于提

前观察到了原系统的混沌运动，实现了对混沌响应

的预测，因此具有很重要的意义［""—"-］&实际上，对于
激光系统预测同步的研究已取得了比较重要的进

展［"0，"/］，通过数值仿真及实验研究，已经在耦合的激

光系统中观察到了预测同步现象［"%—"9］&预测同步提
出的时间不是很长，目前的研究主要集中在自治系

统，对于非自治强迫振动系统，由于有时间项的存在

而无法直接应用自治系统的方法，作者至今未见到

公开发表的相关研究成果 &
本文对非线性非自治振动系统的预测同步问题

进行了研究，提出了建立振动预测同步系统的方法 &
为了提高预测的时间量，建立了多级的预测系统，证

明可以实现比较长时间的非线性振动系统混沌响应

的预测 &

$ 2 预测派生系统的建立

一般的非线性强迫振动系统可以表示为

!·: "（!）; #（ !）， （"）
式中 "（ !）为其非线性项，#（ !）为激振力 &为了实现
同步，可以建立如下的派生系统：

$·: "（$）; #（ !）; %（! < $）& （$）
已经证明［"1］，如果 "（ !）满足 =*>.5?*@ 条件，则建立
线性耦合的派生系统可以实现与原系统的同步 &
将方程（"）减去方程（$），可以得到系统的差别

方程

&·: "（!）< "（$）< %&， （-）
其中

& : ! < $ &
由于两个系统可以通过线性耦合实现同步，其响应

最终会完全一致，即

A*B
!"C
#&# : #&

为了实现预测同步，建立如下的预测派生系统：

$·: "（$）; #（ ! ;!）; %（! < $ <!）， （0）
其中

$ <! : $（ ! <!）&
对于方程（"），在 ! ;!时刻有

!·;! : "（! ;!）; # ;! & （/）
方程（/）减去方程（0），有

!·;! < $·: "（! ;!）< "（$）< %（! < $ <!）&（%）
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如果!很小，则预测差别方程（!）与原差别方程（"）
就很相似 #由于同步流形 ! $ " 的稳定性［%&］，对于很
小的!，仍然可以保持同步，即 ! $ " ’!仍然是稳定

的，此时有

" $ ! (! $ !（ ! (!），
即派生系统实现了对原系统的预测同步，也就是

派生系统的响应与经!时间后的原系统响应完
全相同，尽管此时的!很小，但仍然具有重要的
意义 #
对于!很小的情况，虽然实现了对原系统振动

响应的预测，用途却不大 #为了实现比较长时间的预
测，可以建立多级的预测派生系统 #
对于已建立的第一级预测派生系统（方程（)）），

在达到预测同步后，会出现

! ’ " ’! $ &#
此后方程（)）变为

"·$ #（"）( $（ ! (!）# （*）
对于方程（*），在 ! (!时满足

"·(! $ #（" (!）( $ (+! # （,）
建立第二级预测派生系统

%·（%） $ #（ %）（%） ( $（ ! ( +!）( &（" ’ %（%）’!）#（-）
将方程（,）减去方程（-），可以得到第二级差别方程

"·(! ’ %·（%） $ #（" (!）’ #（ %（%））

’ &（" ’ %（%）’!）# （%&）
方程（%&）与方程（!）形式完全相同，因而同样存在着
稳定的同步流形

%（%） $ "（ ! (!）$ !（ ! ( +!）# （%%）
相似地，可以建立其后的各级预测派生系统，形成一

个 # 级的预测派生系统
%·（+） $ #（ %（+））( $（ ! ( "!）( &（ %（%） ’ %（+）’!），

%·（"） $ #（ %（"））( $（ ! ( )!）( &（ %（+） ’ %（"）’!），
（%+）

%·（ #） $ #（ %（ #））( $（ ! ( #!）

( &（ %（ #’%） ’ %（ #）
’!），

使得 %（ !）（ #）能够与 !（ ! (（ # ( %）!）同步，即 %（ !）（ #）

与经（ # ( %）!时间以后的 !（ !）相同，这样就可以提
前比较长的时间预测 !（ !）的响应 #需要指出的是，
预测同步不是简单的预测，而是此时刻的 %（ !）（ #）必

定会在经一定时间（即（ # ( %）!）后的 !（ !）响应出
现，相当于可以得到未来 !（ !）的响应，因此具有比
较重要的意义 #
在以上的叙述中，为了简洁取每次的时间间隔

都为!#实际上，如果每次取不同的时间间隔!# 结果

也是一样的，此时最后的 %（ !）（ #）会与!!# 以后的

!（ !）响应同步，也就是可以预测!!# 以后的 !（ !）

的响应 #

" . 仿真计算

选取 /011234系统作为具体的研究对象，进行预
测同步的仿真计算 # /011234系统的表达式如下：

$5 ( %$·’ $ ( $" $ &678"! # （%"）
随着系统参数 %，&，"的变化，响应会出现混沌运
动 #此时，可以建立其线性耦合的派生系统实现与原
/011234系统的同步 #派生系统可以写成如下的二阶
常微分方程：

"5 ( %"·’ " ( "" (#（$ ’ "）

($（$·’ "·）$ &678"!， （%)）
其中#9 ’ &.:，$9 ’ &.: #
为了实现预测同步，按照上述分析，建立 !级的

预测派生系统，写成二阶常微分方程组如下：

’5（%） ( %’·（%） ’ ’（%） ( ’（%）
"

(#（$ ’ ’（%）’!%
）($（$·’ ’·（%）’!%

）

$ &678"（ ! (!%），

’5（+） ( %’·（+） ’ ’（+） ( ’（+）
"

(#（$ ’ ’（+）’!%
）

($（$·’ ’·（+）’!%
）

$ &678"（ ! (!% (!+）， （%:）

’5（!） ( %’·（!） ’ ’（!） ( ’（!）
"

(#（ ’（:） ’ ’（!）’!%
）

($（ ’·（:） ’ ’·（!）’!*
）

$ &678" ! (!
!

%
!( )# #

下面对 & $ &.+,，" $ %.+，% $ &.+ 和 & $ &.,，" $
%.&，% $ %.&两种情况进行具体的计算分析 #

%）在 & $ &.+,，" $ %.+，% $ &.+时，系统会出现
混沌运动（图 %），此时选择!% $ &.! 8，!( $ &." 8，( $
+，⋯，!，则最终的预测时间为! $ &.! ( : ; &." $
+.% 8 #图 +显示了在同一时间段内 $（ !）与 ’（!）（ !）的
响应变化 #从图 + 可以看出，’（!）（ !）比 $（ !）提前了
+.% 8 #图 "显示的是 ’（!）（ !）’ $（ ! ( +.%）的结果 #从
图 " 可以看出，结果最后趋近于零，即 ’（!）（ !）$
$（ ! ( +.%）#
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图 ! 在 ! " #$%&，!" !$%，" " #$%时 ’())*+,系统的混沌运动相图

图 % 在 ! " #$%&，!" !$%，" " #$%时第 -级派生系统响应

#（-）（ $）与原系统响应 %（ $）的对比

图 . 第 -级派生系统响应 #（ $）（-）与原系统 %$! /以后的响应

%（ $ 0 %$!）之差

%）在 ! " #$&，! " !$#，" " !$# 时，系统也会出
现混沌运动（图 1）2此时选择"! " !# /，"& " #$3 /，&

" %，⋯，-，则最终的预测时间"" !$# / 0 4 5 #$3 / "

1$4 / 2图 4显示了在同一时间段内 %（ $）与 #（-）（ $）的
响应变化 2从图 4 可以看出，#（-）（ $）比 %（ $）提前了
1$4 / 2图 -显示了 #（-）（ $）6 %（ $ 0 1$4）的结果 2从图
-可以更加明显地看出，#（-）（ $）与 %（ $ 0 1$4）实现了
同步，即 #（-）（ $）" %（ $ 0 1$4）2

图 1 在 ! " #$&，!" !$#，" " !$#时 ’())*+,系统的混沌运动相图

图 4 在 ! " #$&，!" !$#，" " !$#时第 -级派生系统响应

#（-）（ $）与原系统响应 %（ $）的对比

图 - 第 -级派生系统响应 #（-）（ $）与原系统 1$4 /以后的响应

%（ $ 0 1$4）之差
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!" 结 论

综上所述，可以得到以下的结论：

#）对于非线性振动系统，如果在响应线性耦合
情况下出现同步现象，则可以通过建立预测派生系

统实现派生系统对原系统响应的预测同步 $

%）预测派生系统在 ! 此刻的响应与原系统 ! &!
时刻的响应完全相同，可以实现对非线性系统的响

应，特别是混沌响应的预测 $
’）建立多级的预测派生系统，可以提高预测的

时间量，实现对原非线性振动系统较长时间后的未

来响应预测，特别是对混沌运动也可以实现较长时

间的预测 $
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