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基于 *+,-./01稳定性原理，对一类参数不确定混沌系统，提出一种自适应同步控制方法 2给出了自适应同步控
制器和参数自适应律的解析表达式，对于具体的误差系统，控制器结构还可以进一步简化 2该方法较为简单，适用
范围广 2以新混沌和超混沌 345/系统为例，数值模拟证明了该方法的有效性和可行性 2
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! B 引 言

近年来，混沌研究是非线性科学领域的热点问

题之一，而混沌的同步与控制由于其在物理、通信、

信息科学 、医学、生物工程等领域的巨大应用潜力

和发展前途，已经引起广泛关注 2 自从 !CC$ 年
D5A0?,和 3,??0;;［!］提出了混沌同步的原理并在电路
中得以实现以来，人们提出了各种混沌同步方法，如

驱动响应同步、变结构同步、耦合同步、反馈同步、驱

动参量法等［"—(］2这些方法讨论的大都是参数已知
或确定的混沌系统，在实际应用中，一般混沌系统的

参数常常是未知或不确定的 2因此，要在参数未知的
不确定混沌系统下实现混沌同步对实际的混沌系统

至关重要 2
D,?E［)］提出了参数不确定超混沌 345/ 系统的

自适应同步方法，陶朝海等［C］提出了一类混沌的

自适应同步方法，这两种方法的控制器中均含系

统参数，控制方法比较复杂 2本文提出用于一类
参数不确定混沌系统的另一种自适应同步方法，

控制器不含系统参数，简单易于选取且具有普适

性 2将控制方法用于新三维混沌系统［!$］和超混
沌 345/系统［!!］，数值仿真结果表明了该方法的
有效性 2

" B 系统数学模型与问题描述

设混沌驱动系统为

!·F "!! G !（!）， （!）
响应系统为

#·F "!H # G !（#）G $ 2 （"）
这里

! F（"!，""，⋯，"#）
I，

# F（$!，$"，⋯，$#）
I

分别是驱动系统和响应系统的状态向量；

! F（!!，!"，⋯，!%）
I

为驱动系统参数向量，对于响应系统是未知的；

!H F（!H!，!H"，⋯，!H%）I

是响应系统需估计的参数向量；"!，"!H分别是含系
统参数!，!H的 # J # 矩阵；!（ !），!（ #）是 !，# 且不
含系统参数!，!H的 # J !矩阵；

$ F（&!，&"，⋯，&#）
I

是控制参量，为 # J !矩阵 2
令同步误差参量

% F # K !，
我们的目标就是设计控制器 & 使得从不同的初值
!$，#$ 出发的系统满足
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!" 自适应同步控制器设计

令

!! #!$ %!，
"!# # !（#）!，
"!$ $ # !（$）!$，

则

"!$ $ % "!# # !（$）!$ % !（#）!
# !（$）!$ % !（#）!$
& !（#）!$ % !（#）!

# "!$ $ % "!$ # & !（#）!!
# "!$ ! & !（#）!! ’ （!）

这里 !（#），!（$）是关于系统状态参量 #，$ 的 " (
# 矩阵 ’
定理 ! 若选取控制器为

% # $（#）% $（$）% &!， （)）
其中

& # *+,-（%.，%/，⋯，%"），

参数自适应律为

%·& #"’
/
& （" 0 1），

!·! #!·$ %!·# %［!（#）］2 !，
（3）

则系统（.）和系统（/）全局渐近同步 ’
证明 由（.）—（)）式我们得到误差系统为
!·# $·% #·# "!$ $ % "!# & $（$）% $（#）& %

# "!$ ! & !（#）!! % &! ’ （4）
选取 56,789:;函数为

( # .
/ !2 ! & !2

!!! & .
/"!

"

& # .
（%& % %$）/ ’

对 ( 求导并利用（3）式可得

(·# !2 !·& !2
!!
·
! &!

"

& # .
（%& % %$）’/&

# !2"!$ ! & !2 !（#）!! % !2 &!

% !2
!［’（#）］

2 ! & !2（& % %$ (）!

# !2"!$ ! & !2 !（#）!! % !2 &!

% !2’（#）!! & !2（& % %$(）!

# !2（"!$ % %$(）! # % !2 )! ’

显然存在常数 %$，使矩阵 ) 是正定的，从而 (
·
"1，

则 !，!!，%& % %$#*< ’由（4）式可得 !·#*<，由

(·# !2（"!$ % %$ (）! # % !2 )!
可得

$
)

1
#=+9（)）% ’%/ * ) "$

)

1
’2 )’* )

#$
)

1
% (·* )

# (（1）% (（ )）" 1，
其中#=+9（)）为正定矩阵 ) 的最小特征值 ’所以有
!#*/，根据 >,?@,A,B引理可得

A+=
)&<
%!（ )）% # 1，

即系统（.）和系统（/）全局渐近同步 ’
应当注意的是，系统（.）描述了许多典型的混沌

系统、超混沌系统和新混沌系统（如 5:?C9D 系统、
EFC9系统［./］、GHIIAC? 系统、统一混沌系统［.!］、新三
维混沌系统等），且对于具体的误差系统，控制器（)）
式都可以进一步简化 ’

) " 参数不确定混沌系统的自适应同步

"#!# 参数不确定新三维混沌系统的自适应同步

刘凌等［.1］最近发现的新三维混沌系统的数学

模型为

*·# +（ , % *），

-·# .* % *,，

,·# *- % /- % 0, ’

（J）

当 + # K，. # )1，/ # .1
!，0 # )时，系统有混沌解 ’以

（J）式作为驱动系统，参数 +，.，/，0 未知且不随时

间变化或变化很缓慢，于是有 +· # .
·
# /·# 0· # 1’响

应系统为

*·. # +.（ ,. % *.）& 1.，

-·. # .. *. % *. ,. & 1/，

,·. # *. -. % /. -. % 0. ,. & 1!，

（K）

其中 +.，..，/.，0. 是响应系统需要估计的参数 ’ 1
#（1.，1/，1!）

2 为控制器，在 1 的控制下可使得驱
动系统（J）和响应系统（K）达到同步 ’
令

’. # *. % *，

’/ # -. % -，

’’ # ,! % ,，

’+ # +. % +，

’. # .. % .，

’/ # /. % /，

’0 # 0. % 0，
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则可得到误差系统为

!·! " "!（ !# $ !!）% !"（ # $ $）% %!，

!·& " &! !! % !&$ $ $!# $ #!!
$ !! !# % %&， （’）

!·# " $!& % ’!! % !! !& $ (! !&
$ !(’ $ )! !# $ !)# % %# (

图 ! 新三维混沌系统同步误差曲线 （)）!! 随时间 * 的变化曲线，（*）!& 随时间 * 的变化曲线，（+）!# 随时间 * 的

变化曲线

设计控制器为

%! " ,，

%& " $ +!& % #!!，

%# " $ ’!!，
（!,）

参数自适应律为

+·"!!&& （! - ,），

!·" " $（ # $ $）!!，

!·& " $ $!&，

!·( " ’!#，

!·) " #!# (
选取 ./)01234函数为

, " !
&（"!&! % !&& % !&# %"!&" % !&& % !&( % !&)）

% !
&!
（+ $ +5）& （" - ,）(

对 , 求导后可得

,·""!! !·! % !& !·& % !# !·# %"!"!·" % !&!·&

% !(!·( % !)!·) %（+ $ +5）+· 6!
" $""! !&! %""! !! !# % &! !! !&
$ +5!&& $ (! !& !# $ )! !&#

" $（ !!，!&，!#）

""! $
&!

& $"
"!

&

$
&!

& +5 (!
&

$"
"!

&
(!
& )















!

7

!!
!&
!









#

" $ !8 "! (

若选取

, 9" 9
:)!

"!
，

+5 - ;)< "
"! (&! % )! &&

! $""! &! (!
:""! )! $"& "&

!
，

&&
!

:""( )
!
，

则矩阵 " 是正定的，从而 ,
·
!, (根据定理 !，可得驱

动系统（=）和响应系统（>）在控制器（!,）式作用下
同步 (
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通过 !"#$"%&’( 中的 )*+,-./*##"0，( 进行数值
仿真，选取“未知”参数 ! 1 2，" 1 03，# 1 4356，$ 1 0，
不确定参数初始值 !4（3）1 (，"4（3）1 7(，#4（3）1 7，

$4（3）1 4，自适应律!1 43，状态初始值 %（3）1 4，

&（3）1 8 4，’（3）1 7，%4（3）1 8 4，&4（3）1 7，’4（3）

1 49同步误差 ! 随时间 ( 的变化如图 4 所示，可见
同步误差逐渐趋于零 9参数 !4，"4，#4，$4，) 随时间 (
的演化如图 7 所示 9从 7 中可以看出，参数估计值
!4（ (），"4（ (），#4（ (），$4（ (）收敛于 ! 1 2，" 1 03，# 1
4356，$ 1 0，参数 ) 趋于某一常数 9

图 7 响应系统（2）的参数收敛曲线 （"）参数 !4 的收敛曲线，（%）参数 "4 的收敛曲线，（:）参数 #4 的收敛曲线，

（;）参数 $4 的收敛曲线，（-）参数 )的收敛曲线

!"#" 参数不确定超混沌 $%&’系统的自适应同步

超混沌 <=-+系统［>］的数学模型为
%·1 !（& 8 %）? *，

&·1 +% 8 %’ ? #&，

’·1 %& 8 "’，

*·1 &’ ? ,*， （44）
其中 %，&，’ 和 * 为系统的状态变量，!，"，#，+ 和 ,
为系统的未知控制参数 9当 ! 1 6(，" 1 6，# 1 47，+
1 @，, 1 3’&时，系统（44）表现是超混沌的 9以（44）式

&@37 物 理 学 报 (@卷



为驱动系统，响应系统为

!·! " "!（#! # !!）$ $! $ %!，

#·! " &! !! # !! ’! $ (! #! $ %%，

’·! " !! #! # )! ’! $ %&，

$·! " #! ’! $ *! $! $ %’，

（!%）

图 & 超混沌 ()*+系统同步误差曲线 （,）+! 随时间 , 的变化曲线，（-）+% 随时间 , 的变化曲线，（.）+& 随时间 , 的

变化曲线，（/）+’ 随时间 , 的变化曲线

其中 "!，)!，(!，&!，*! 是响应系统需要估计的参数 0
! "（%!，%%，%&，%’）

1 为控制器，在 ! 的控制下可使
得驱动系统（!!）和响应系统（!%）达到同步 0
令

+! " !! # !，

+% " #! # #，

+& " ’& # ’，

+’ " $! # $，

+" " "! # "，

+) " )! # )，

+( " (! # (，

+& " &! # &，

+* " *! # *，
则可得到误差系统为

+·! " "!（ +% # +!）$ +"（# # !）$ +’ $ %!，

+·% " &! +! $ +&! $ (! +% $ +(#

# +! +& # !+& # ’+! $ %%，

+·& " +! +% $ !+% $ #+! # )! +& # +)’ $ %&，

+·’ " *! +’ $ +*$ $ #! +& $ ’+% $ %’ 0
（!&）

选取控制器为

%! " 2，

%% " # -! +% $ ’+!，

%& " # #+!，

%’ " # -% +’ # ’+% # #! +&，

（!’）

参数自适应律为

-·! "!+%% （! 3 2），

-·% "!+%’，

+·" " #（# # !）+!，

+·) " ’+&，

+·( " # #+%，

+·& " # !+%，

+·* " # $+’ 0
选取 45,67+89函数为

::2%’期 张若洵等：一类参数不确定混沌系统的自适应同步



图 ! 响应系统（"#）的参数收敛曲线 （$）参数 !" 的收敛曲线，（%）参数 "" 的收敛曲线，（&）参数 #" 的收敛曲线，

（’）参数 $" 的收敛曲线，（(）参数 %" 的收敛曲线，（)）参数 &"，&# 的收敛曲线

’ * "
#（!(

#
" + (## + (#, + (#! +!(#!

+ (#" + (## + (#$ + (#%）

+ "
#"
［（&" - &.）# +（&# - &.）#］ （! / 0）1

对 ’ 求导后可得

’·*!(" (·" + (# (·# + (, (·, + (! (·! +!(!(·! + ("(·"

+ (#(·# + ($(·$ + (%(·%

+（&" - &.）&·" 2" +（&# - &.）&·# 2"
* -!!" (#" +（!!" + $"）(" (# -（&. - #"）(##

- "" (#, +!(" (! -（&. - %"）(#!

!-!!" (#" +（!!" + $"）（(#" + (##）2#

-（&. - #"）(## - "" (#, +!(" (! -（&. - %"）(#!
* -（("，(#，(,，(!）

3

!!" - $"

# 0 0 -!#

0 &. - #" -!
!" + $"

# 0 0

0 0 "" 0

-!# 0 0 &. - %



















"
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!

!"
!#
!$
!













%

& ’ !("! )

存在常数

! *
""

#"
，

当

$+ * ,-. %" /!
#" / ""

# ，&" / !#

#（!#" ’ ""
( )）

时，使 " 是正定的，从而 ’
·
!0 )根据定理 "，可得驱

动系统（""）和响应系统（"#）在控制器（"%）式作用下
同步 )
通过 1-23-4567 中的 89:;<=>922-%，7 进行数值

仿真，选取“未知”参数 # & $7，( & $，% & "#，" & ?，&
& 065，不确定参数初始值 #"（0）& "0，("（0）& 067，

%"（0）& ?，""（0）& "0，&"（0）& 06"，自适应律"& "0，

状态初始值 )（0）& $，*（0）& ’ %，+（0）& #，,（0）&
#，)"（0）& ’ $，*"（0）& %，+"（0）& ’ #，,"（0）& ’ #)
同步误差 ! 随时间 - 的变化如图 $所示，可见同步
误差逐渐趋于零 )参数 #"，("，%"，""，&"，$"，$# 随时
间 - 的演化如图 %所示 )从图 %可以看出，参数估计
值#"（ -），("，%"（ -），""（ -），&"（ -）收敛于 # & $7，( &
$，% & "#，" & ?，& & 065，参数 $"，$# 趋于常数 )

7 6 结 论

基于 @A-B9:CD稳定性理论，给出了一类参数不
确定混沌系统的自适应同步控制器的设计方法和构

造控制器及自适应律的解析式 )设计的控制器不含
系统参数，简单且易于选取，适用范围广 )理论上证
明了所设计控制器的正确性，通过对新三维混沌系

统和超混沌 EF<:系统的数值模拟，进一步说明了所
提出方法的可行性和有效性 )
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!"#$%&’( )*+,-./+&0#%&/+ /1 # ,2#)) /1 ,-#/%&, )*)%(3)
4&%- 5+,(.%#&+ $#.#3(%(.)!

!"#$% &’()*’$+）,）- ./#$ 0#$%+） 1/ 2/$%+） 3#$% 4"/)2/$%+）

+）（!"##$%$ "& ’()*+,* -,+$.,$ /.0 1.&"23/4+". 5.%+.$$2+.%，6$7$+ 8"23/# 9.+:$2*+4)，-(+;+/<(=/.% 5655+7，!(+./）

,）（!"##$%$ "& 5#$3$.4/2) 50=,/4+".，>+.%4/+ 9.+:$2*+4)，>+.%4/+ 56855+，!(+./）

（&9:9/;9< 7 =’%’>? ,55@；A9;/>9< B#$’>:A/C? A9:9/;9< +7 D(;9BE9A ,55@）

=E>?A#:?
= $(;9F #<#C?/;9 >G$:"A($/H#?/($ B9?"(< /> CA(C(>9< I(A # :F#>> (I :"#(?/: >G>?9B> J/?" ’$:9A?#/$ C#A#B9?9A> E#>9< ($

1G#C’$(; >?#E/F/?G ?"9(AG K =<#C?/;9 :($?A(FF9A #$< ’C<#?/$% F#J (I C#A#B9?9A> #A9 (E?#/$9<，#$< I(A >C9:/I/: 9AA(A >G>?9B> ?"9
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