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分析了一个三维自治混沌系统的 )*+,分岔现象，该系统的混沌吸引子属于共轭 -./0混沌系统 1通过引入一个
控制器，基于该混沌系统构建了一个四维自治超混沌系统 1该超混沌系统含有一个单参数，在一定的参数范围内呈
现超混沌现象 1通过 234+50*6指数和分岔分析，随着参数的变化该系统轨道呈现周期轨道、准周期轨道、混沌和超
混沌的演化过程 1
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! J 引 言

!’8$年，2*K/0F通过计算机仿真实现了第一个
混沌吸引子———2*K/0F吸引子，该吸引子发现于一
个三维自治混沌系统［!］1 !’’’年著名的 -./0系统［"］

被提出来，该系统被看作是 2*K/0F系统的对偶系统 1
"%%"年 2L系统［$］作为 2*K/0F系统和 -./0系统的过
渡系统被提出 1近年来，混沌反控制已经成为非线性
学科研究的热点，发现了许多新的混沌系统［7—!%］1

2*K/0F系统、-./0系统和 2L系统有着相似的动
力学行为，但是它们并不是拓扑等价的 1迄今为止，
人们对现有的混沌系统进行了大量的理论研究，其

间，提出了 2*K/0F 系统族［!!］和广义 2*K/0F 规范
型［!"，!$］1最近，文献［!7］提出了共轭 2*K/0F型系统和
一个统一的 2*K/0F型系统 1

!’&’年，MNOOC/K［!(］提出了第一个超混沌系统 1超
混沌系统具有两个或两个以上的正 234+50*6指数，
其相轨在更多的方向上分离 1四维连续自治系统处
于超混沌状态时，拥有两个正的 234+50*6 指数、一
个零指数和一个负指数 1正如对混沌应用［!8—""］的探
索一样，人们在许多研究领域也越来越关注对超混

沌的研究，如在保密通信［"$］、同步［"7，"(］、激光［"8］、振

荡［"&］等方面的研究 1相应地，超混沌生成也成为了
一项具有挑战性的工作［"9—$7］1
本文分析了一个新型三维自治混沌系统的

)*+,分岔，该系统属于共轭 -./0系统［!7］1在该混沌
系统的基础上，通过引入一个状态控制器，构造了一

个四维连续自治超混沌系统 1这个超混沌系统拥有
两个较大的正 234+50*6 指数 1随着参数的变化，系
统可以处于周期状态、准周期状态、混沌状态和超混

沌状态 1

" J 共轭 -./0系统的 )*+,分岔分析

’()( 共轭 !"#$系统的模型

共轭 -./0系统［!7］的动力学方程为
!·P "! ! Q "" #，

#·P $! Q %# R !&，

&·P !# Q ’& 1

（!）

这里 "!，""，’，%，$"( R，并且 % S
"" $
"!

1取 "! P ""
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! !，" ! # " ! 且 # # ! 时，系统（$）可以写成
$·! !（$ " %），

%·!（ # " !）$ " #% % $&，

&·! $% " ’& &

（’）

当 ! ! ’(，’ ! )和 # ! )*时，共轭 +,-.系统（’）拥有
一个典型的混沌吸引子，如图 $所示 &

图 $ 当 ! ! ’(，’ ! )，# ! )*时，共轭 +,-.系统（’）典型混沌吸

引子的相图 （/）&0$0%空间，（1）$0 & 平面

!"!" #$%&分岔

注意到系统（’）关于 & 轴对称 &当

!

( !"$·

"$ %"%·

"% %"&·

"&
! "（’ % # " !）
2 3 （)）

时，系统是耗散的 &系统具有如下三个平衡点：)$ !
（3，3，3），)’ !（$3，%3，&3），)) !（ " $3，" %3，&3）&这

里 $3 ! %3 !!!’和 &3 ! ! &
下面将讨论平衡点 )’ 和 )) 的分岔情况 &
分别在平衡点 )’（或 ))）处线性化系统（’）得

到如下相同的特征方程：

!) %（’ % # " !）!’

% ’（ # " ’!）! % ’!’ ’ ! 3& （4）
因为 !，’ 和 # 均为正的实参数，所以方程（4）没有
零根，则只讨论平衡点 )’（或 ))）处的 5678分岔 &
在条件（)）式下，如果满足

)!# % ’!’ " #’ " ’# ! 3， （*）
# # ’!， （9）

系统（’）经历 5678分岔 &
把 ! 看作 5678分岔参数 &考虑如下的非奇异线

性坐标变换：

" ! $ " $3，

# ! % " %3，

$ ! & " &3，
系统（’）可以改写成

"
·! !（" "#），

#
·! #" " ## %"$ % $3$，

$
·! $3（" %#）" ’$ %"#，

（:）

则系统（’）的平衡点 )’（或 ))）对应系统（:）的平衡
点 ) !（3，3，3）&在原点线性化系统（:），得到形如
（4）式的特征方程

!) %（’ % # " !）!’

% ’（ # " ’!）! % ’!’ ’ ! 3& （(）
取

! ! !3 ! #（’ % #）
’’ % )# ，

并根据（)），（*）和（9）式可得方程（(）的三个特征值

!$ ! "（’ % # " !3），

!’ ! % ;*3，

!) ! " ;*3，

其中!$ 为一负实根，!’，!) 为一对共轭的纯虚根，

*3 ! ’（ # " ’!3! ）&
由方程（(）得

!<（!）! !’ % ’!! " 4!’
)!’ % ’（’ % # " !）! % ’（ # " ’!）

，

则

=-!<（!3）!
（’’ % )#）（4’) % $’’’ # % $)’#’）
’*3［（’’ % )#）’ *’

3 % 4（’ % #）’］

# 3，
（>）

?@!<（!3）!
4’) # % >’) #’ % (’’ #) % *’#4

’*3［（’’ % )#）’ *’
3 % 4（’ % #）’］

"3 &
根据 5678 分岔定理，（>）式满足横截条件，则系统
（’）在平衡点 )’（或 ))）处将发生 5678分岔，并且当
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! ! !" 时，"#（或 "$）是渐近稳定的，当 ! % !" 时，

"#（或 "$）是不稳定的
［$&］’

例如，当 # ( &，$ ( )"时，!" ( $*+& ’图 #分别给
出了在 # ( &，$ ( )"时系统（#）和（+）随着参数 ! 变
化的分岔图 ’从图 # 可以看出，!" ( $*+& 为这两
个系统的,-./ 分岔临界点 ’图 $ 给出了系统（#）

在 ! ( $*+0和 ! ( $*+1 时的相图 ’从图 $ 可以看
出，当 ! ( $*+0 ! !" 时，系统（#）收敛到平衡点

"# (（0*$#0$，0*$#0$，$*+0）；当 ! ( $*+1 % !" 时，

系统（#）的平衡点 "# (（ 0*$$&2，0*$$&2，$*+1）
不稳定，相应地，系统有一个渐近稳定的周期

轨道 ’

图 # 当 # ( &，$ ( )"时，系统（#）和（+）随 ! 变化的 %3! 分岔图 !!［)，0］’（4）系统（#），（5）系统（+）

图 $ 系统（#）的 &3 ’ 平面相图 # ( &，$ ( )"’（4）! ( $*+0，（5）! ( $*+1

当把 # 或 $ 看成分岔参数时，可作同样的讨论 ’

$ * 新的超混沌系统

引入一个新的状态反馈控制器 ( 到系统（#）的
第二个方程中，得到如下的四维连续自治系统：

&·( !（& 6 %），

%·(（0$ 6 !）& 6 $% 7 &’ 7 (，

’·( &% 6 & ’，

(·( 2*&% 7 "*)&&’ 7 (，

（)"）

其中 !!) 7 ’
本文通过数值仿真对系统（)"）随着参数

! 变化时的动力学特性进行了分析研究，其中

!!［+，#8］’
四维自治系统的 9:4.;<-= 指数与系统轨道之

间的对应关系如下：对于周期轨道，系统的 9:4.;<-=
指数一个为零，三个为负；对于准周期轨道，系统的

9:4.;<-=指数两个为零，两个为负；对于混沌轨道，

系统的 9:4.;<-= 指数一个为正，一个为零，两个为
负；对于超混沌轨道，系统的 9:4.;<-= 指数两个为
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正，一个为零，一个为负 !
记系统（"#）的四个 $%&’()*+ 指数分别为 !"，

!,，!- 和 !.（ !" / !, / !- / !.，!" 0 !, 0 !- 0 !. 1

#），这里用 2*34方法［-5］来计算 $%&’()*+指数 !
$%&’()*+指数随着参数 "!［6，,7］变化的特性

如图 .所示，相应的分岔图如图 8所示 !

图 . 系统（"#）随 " 变化时的 $%&’()*+指数谱 "!［6，,7］!（&）!"，!,，!- 和 !.，（9）!"，!, 和 !-

图 8 系统（"#）随 "变化时的 #:" 分岔图 "!［6，,7］

从图 .和图 8可以看到，当参数 " 取某些值时，
系统（"#）拥有两个较大正的 $%&’()*+指数、一个零
指数和一个负指数，说明系统能够处于超混沌状态 !
事实上，随着 " 的变化，系统拥有周期轨道、准周期

轨道、混沌轨道和超混沌轨道 !表 "给出了一些使得
系统（"#）处于超混沌状态的参数 " 的值及相应的
$%&’()*+指数 !
图5给出了系统（"#）的一些典型吸引子的相

表 " 当参数 "取一些典型值时超混沌系统（"#）的 $%&’()*+指数

" !" !, !- !.

," #;<#,. #;8<#" # = ,6;.<#6

,8 ";65-" #;6..8 # = ,.;8#6,

,7 ,;.,7- #;5<", # = ,,;""77

图 !当 " > 7时，!" > #，!,，!-，!. 1 #，系统（"#）是周
期的，如图 5（&）所示；当 " > <;7时，!" > !, > #，!-，

!. 1 #，系统（"#）是准周期的，如图 5（9）所示；当

" > "";.时，!" / #，!, > #，!-，!. 1 #，系统（"#）
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是混沌的，如图 !（"）所示；当 ! # $% 时，"$ # &，"%，

"’，"( ) &，系统（$&）是周期的，如图 !（*）所示；
当 ! # $!时，"$ + &，"% # &，"’，"( ) &，系统（$&）是
混沌的，如图 !（,）所示；当 ! # %-时，"$，"% + &，
"’ # &，"( ) &，系统（$&）是超混沌的，如图 !（ .）
所示 /

由表 $ 可知，当 ! # %0 时，系统（$&）是超混沌
的，此时系统的 12345678维数为 #1 # ’9$&%’ /该超
混沌吸引子在不同状态空间的相图如图 :所示 /此
时系统 12345678指数随时间 $ 的演化如图 -所示，
可见系统有两个正的 12345678指数、一个零指数和
一个负指数 /

图 ! 系统（$&）的典型吸引子 %; & 平面的相图 （3）! # -，周期轨道；（<）! # =9-，准周期轨道；（"）! # $$9(，混沌轨道；（*）! # $%，周期

轨道；（,）! # $!，混沌轨道；（.）! # %-，超混沌轨道
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图 ! 当 ! " #$时，系统（%&）典型的超混沌吸引子 （’）"( # 平面，（)）"($平面，（*）"(%平面，（+）%( # 平面

图 , 当 ! " #$时，系统（%&）的 -.’/0123指数随时间 & 的演化

45 结 论

本文运用 62/7分岔定理证明了一类新型的三
维自治混沌系统———共轭 89:1 系统的 62/7 分岔
的存在性 ;在该系统的基础上构建了一个新的四
维自治超混沌系统，通过 -.’/0123 指数谱、分岔
图和相图对构建的系统进行了分岔分析，发现

其拥有较大的超混沌参数区域和较大的正的

-.’/0123指数 ;此系统在实际工程中具有较好的应
用前景 ;

［%］ -2<:1= > ? %@AB ’ ; (&)*+ ; ,-. ; !" %B&

［#］ 89:1 C D，E:F’ G %@@@ /0& ; ’ ; 1.234 ; 56!*+ # %4A$

［B］ -H I 6，89:1 C D #&&# /0& ; ’ ; 1.234 ; 56!*+ $! A$@

［4］ JK C L，89:1 C D，M0 N O，89:1 O J，L0’1 O O #&&$ 56!*+

,*7.&*0+ 84!-& ; !% %A!%

［$］ O9’1P L 6，JK C L，-K0 Q -，L’1 L #&&A (-&! 96$+ ; ,.0 ; &&
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