
缓变地形下 !"##$% 波振幅演变满足的带有

强迫项的 &’( 方程!

达朝究!）"）# 丑纪范!）$）

!）（兰州大学大气科学学院，兰州 %"&&&&）

$）（中国气象局培训中心，北京 !&&&’!）

"）（西北民族大学计算机科学与信息工程学院，兰州 %"&!$(）

（$&&% 年 % 月 !& 日收到；$&&% 年 ) 月 * 日收到修改稿）

运用非线性方法与摄动法，讨论了当地形随时间缓变时 +,--./ 波振幅的演变问题 0从均值流体准地转涡度方

程推导，得到 +,--./ 波振幅演变满足带有强迫项的 123 方程的结论，而地形随时间的缓慢变化诱导了该方程的强
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! E 引 言

在地球物理流体中，经常观测到一些生命史很

长、结构上有组织且前后一致的大尺度永久性波动 0
这些波动都具有稳定的、大振幅孤立系统的特征，因

此人们用一种以定常速度移动而波形不变的局地扰

动来描述这类现象，并称之为 +,--./ 孤立波 0 线性

+,--./ 波是很强的频散波，它不能维持孤立波的特

征 0由于非线性效应有把波拉陡的趋势，因此人们利

用非线性、有限振幅、永久性孤立波的动力学模式来

解释在大气和海洋中观测到的这类现象 0对于正压

流体，F,DG［!］在 !)4( 年作了开创性的研究，得到在!
平面近似下 +,--./ 波振幅演变满足 123 方程，还进

一步得到当切变基本流 !（ "）随纬度增大时孤立波

为脊，当切变基本流 !（ "）随纬度减少时孤立波为

槽 0 7HDDH/［$］在 !)44 年推广了 F,DG 的结论，同时还

得到 +,--./ 孤立波波速与波振幅有关的结论，这刻

画了非线性波的重要特性 0 F;I-HD［"］和 6=;IJH［(］也研

究了 +,--./ 孤立波振幅的演变，他们都得到了一系

列与文献［!］类似的结论 0 +H2HJ,KK［*］和 L;2;M<［4］从

均值流体模式和分层流体模式推导了 +,--./ 孤立

波振幅演变的方程，得到 +,--./ 孤立波振幅演变分

别满足 123 方程和改进的 123（:123）方程的结论，

大大推广了文献［!］的结论 0 +H2HJ,KK 等［%］研究了切

变纬 向 流 中 的 +,--./ 孤 立 波，得 到 在 纬 向 流 中

+,--./ 波振幅演变满足非线性 123 方程 0 N;-=,OH
等［’］讨论了在分层流体中纬向流的切变对 +,--./
波的影响 0 7,/2［)，!&］用多重尺度法，从基本方程推导

出在正压流体中小振幅 +,--./ 孤立波振幅演变满

足非 线 性 123 方 程，在 分 层 流 体 中 满 足 非 线 性

:123 方程的结论，这些都推广了文献［%］的结果 0
刘式适等［!!］研究了参数!随纬度的变化，并且引进

了参数"" P 2!Q2" R $#-<D$Q#$，同时把!平面近

似模式推广为含参数"的近似模式，在这个基础上

讨论了参数"对 +,--./ 波的影 0罗德海［!$，!"］用推广

的!平面近似模式［!!］，研究了 +,--./ 孤立波和!随

纬度变化的关系，得到!随纬度的变化可能是偶极

子阻塞的原因 0赵强［!(］讨论了地形对热带大气超长

尺度 +,--./ 波的影响，指出地形随纬度的变化能够

导致热带大气超长尺度 +,--./ 波波动不稳定 0文献

［!*］用一个简单的赤道!平面浅水模式和多重尺度

摄动法，从描述赤道 +,--./ 孤立波的正压大气涡度

方程中，推导出在切变纬向流中非线性赤道 +,--./
孤立波振幅演变满足的非线性 S>?IT2<DGHI 方程，进

一步分析了切变纬向流对非线性赤道 +,--./ 孤立
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波波动的影响 !封国林等［"#］建立了南方涛动与厄尔

尼诺循环统一（$%&’）的海(气振荡子的随机动力学

模型，同时也证明了其含有唯一的一个极限环解，并

且这一极限环是一个稳定的吸引子 !何文平等［")］研

究了 *+,,-./ 系统，得到定常强迫能够导致混沌系统

产生振幅死亡的结论 !文献［"0，"1］给出了 234567 椭

圆函数展开法，用该展开法求解了 89: 方程的周期

解和某一类变系数 89: 方程的解析解，并且论证了

89: 方 程 的 周 期 解 可 以 退 化 为 孤 立 波 解 ! 文 献

［;<，;"］利 用 变 分 原 理，求 解 了 一 类 非 线 性 广 义

=3>93?(@7>A6?/B(C7BB, 方程的孤立波的任意次精度

的近似解 !在全球变暖的影响下，全球冰川呈现强烈

的退缩趋势［;;］；工业革命以来，由于人类活动的加

剧与废气的排放，全球海平面有了较大幅度的升

高［;D］!这些都说明地形会随时间发生变化 ! 在本文

中，我们研究当地形随时间缓变时，*5,,6E 孤立波振

幅的演变 !

; F 方程的推导

!"#" 控制方程与边界条件

取控制方程为准地转涡度方程［;G，;H］
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式中 % 是流体的平均高度，$< 是局地科氏参数，两

者均为常数；

"

;为 =3L-34. 算子；&’（ #，!）为地形高

度 !假设

&’（#，!）K &’<（#）I"&’"（ !），

其中第一项 &’<（ #）是纬度的函数；第二项"&’"（ !）
是地形随时间的缓慢变化函数，而"!" 是一个小参

数，度量地形随时间变化快慢的程度，"越小说明变

化程度越小 !由此可知，地形是纬度和时间的函数，

特别是地形是随时间缓变的 !
侧边界条件为刚壁条件，即

!（#"）K!（#;）K <， （;）

式中 #"，#; 为纬向流的南、北边界 !引进一系列无量

纲量
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式中 (< 为空间的水平特征量，)< 为速度的特征量，

带有上横线的均为无量纲量 !将（D）式代入方程（"），

并略去上横线（本文后面所有的无量纲量都不带上

横线），得到无量纲方程
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取方程（G）为基本方程 ! 侧边界条件（;）式中取无量

纲量为 #" K <，#; K " 时，则边界条件表示为

!（<）K!（"）K <! （H）

!"!" 带有强迫项的 $%& 方程的推导

取基本流为纬向流

#（#）K J"［)（#）J *<］9#， （#）

式中 *< 是线性 *5,,6E 波在切变纬向流中的波速，*<
待定（后面将看到，*< 是某一本征 值 问 题 的 本 征

值）!而（#）式的取法相当于作如下变换：

"M K " J *< ! ! （)）

（)）式等号左边的 "M 是新坐标，右边是旧坐标，即下

面将以速度 *< 移动的坐标系上讨论问题 !现在的流

函数已不是原来的流函数，但是在本文中是不会引

起混淆的，所以我们仍用流函数表示 ! 于是，总的流

函数为

! K#（#）I"!N

K J"［)（#）J *<］9# I"!N， （0）

其中!N为扰动流函数，"在这里也可以度量非线性

程度的强弱 !当"!" 时，这就是一个弱非线性问题，

这正是我们所要讨论的问题 !将（0）式代入方程（G），

同时略去上拐角号，得扰动流函数的方程

"
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式中 )P为函数 )（#）的二阶导数，&O’<为函数 &’<（#）

的一阶导数，

+［,，’］K !,
!"M
!’
!# J!,

!#
!’
!"M

为 234567 算子 !
对方程（1），求弱非线性（< Q"!"）问题的渐近
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解 !为此引进缓变坐标
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我们有
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应当注意的是，由于相速度是在快时间尺度下的物

理量，而我们在以相速度移动的坐标系中讨论问

题［%)］，已没有快变化了 ! 将（#(），（##）式代入方程

（*），化简后得
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在方程（#%）中已没有快变量 "& 和 $，只有慢变量 !
和 #；

*［,，&］" !,!!
!&
!) ,!,!)

!&
!!

!

为了表述方便，引进两个线性微分算子
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这样方程（#%）可以写为
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假设扰动流函数有如下的小参数展开形式［%1］：

" ""
（#） .!"

（%） .!%
#

（’） . ⋯， （#1）

将（#1）式代入方程（#0）和边界条件（0）式，同时注意

到微分算子（#’），（#)）式，得到各阶摄动问题的方程

与边条件 !
对于 +（!(）阶，得到线性问题

-(［"
（#）］" (， （#2）

"
（#）（(）""

（#）（#）" (! （#3）

假设"
（#）有如下形式的分离变量解：

"
（#） " ,（!，#）$（#）（)）， （#*）

将（#*）式代入方程（#2）及边界条件（#3）式，注意到

微分算子（#’）式，如果

$（#）（)）" (，

则扰动流函数"的零阶展开式"
（#）" (，问题没有意

义 !同样，若

!,
!! " (，

得到函数 ,（!，#）不随变量 ! 变化，问题比较简

单，我们也不做讨论 !这样，就得到$（#）满足如下的

本征值问题［%2］：

/%

/)% .
%+&( , ’-
’ , (( )

(
$（#） " (， （%(）

$（#）（(）" $（#）（#）" (! （%#）

在方程（%(）中，已经假设 ’ , ((!( !这样，对于确定

的函数 ’（)），%&(（ )），方程（%(）与边界条件（%#）式

组成一个本征值问题，从该本征值问题中能够确定

本征函数$（#）（)）和本征值 (( !但是 ’（)）和 %&(（)）

是纬度变量 ) 的函数，一般为非线性函数，所以该

本征值问题是一个变系数的本征值问题，一般不能

够求得其解析解 !在本阶问题中，我们只能确定波的

空间结构，而不能确定波振幅随时间的演变 !为了确

定波振幅 ,（!，#）的演变，还要求解高阶问题 !
对于 +（!#）阶，得到
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在（%)）式中，由

-# " !!#
!%

!)%
.（’ , ((）!

’

!!’

可知，在本阶出现了 ! 方向的频散效应 ! 在方程

（%%）中，由于 * "
（#），!

%

!)%"
（#[ ]） 的存在，表示在本阶

也出现了非线性效应 !由于频散效应与非线性效应

不是出现在 +（!(）阶，故分别为弱频散效应和弱非

线性效应 !
假设"

（%）有形如 &（!，#）%（%）（ )）的可分离变

量的解，用$（#）（)）乘方程（%%）的两端，并在变量 )
的区间上积分，注意到方程（%(）及边界条件（%#），

（%’）式以及恒等式

$（#）!%

!)%$
（%）
" !!) $

（#）!
!)$

（%[ ]）
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得到消奇异条件

!
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这表明，若摄动问题（#*）式有效，方程（""）的强迫项

"" 必须满足条件（"*）式，否则将出现无穷大振幅的

奇异响应，即共振现象 )将（"+）式代入方程（"*），有
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将（#.）式代入方程（"-）并注意到方程（"&），有
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易知系数 ,&，-&，/& 和 .&&均为常数 )这样，方程（"2）

就可以简写为

!*
!% $ .&& *!

*
!+ $ -&

!1 *
!+1 $ /&

’
’%&’# ( &，

（11）

式中!（#）（!）由本征值问题（"&），（"#）式确定 )如果

地形不随时间缓变，即

&’#（%）( 34567 )，

’
’%&’# ( &，

&’（!，0）( &’&（!）$ $，

其中 $ 为一常数，$ (#·34567 )方程（11）就退化为

!*
!% $ .&& *!

*
!+ $ -&

!1 *
!+1 ( & ) （1+）

方程（1+）就是著名的 8’9 方程，而方程（11）是一个

带有强迫项的 8’9 方程，强迫项 /&
’
’%&’#对于其解

会有影响，也就是对于 :466;< 波振幅演变有影响 )
当 .&& ( &，方程（1+）成为线性 8’9 方程 ) 而线性

8’9 方程没有孤立波解［"2］，所以 :466;< 孤立波存在

的必要条件是纬向流在纬度方向有切变 )

1 = 结 论

:466;< 孤立波振幅的演变在不考虑地形随时

间变化时，一 般 满 足 8’9 方 程 ) 但 是 地 形 在 慢 尺

度下是随时间缓慢变化的，这就要求讨论在地形

随时间变化的条件下 :466;< 孤立波振幅的演变问

题 )本文在 均 值 流 体 准 地 转 涡 度 方 程 的 基 础 上，

用弱非 线 性 方 法 与 摄 动 法 研 究 了 地 形 随 时 间

缓慢变化时，:466;< 孤 立 波 振 幅 的 演 变，得 到 了

描述 :466;<孤立波振幅演变的带有强迫项的 8’9
方程 )
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