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利用赝角动量算符方法求解三粒子 ()*（(+,-./0-1)234/0,+56 *-6/,）的类径向方程，给出本征态和相干态的解析

表达式 7
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!: 引 言

描述一维空间中 ! 个相互作用的全同粒子（玻

色子或费米子）(+,-./0-1)234/0,+56 模型（()*!）［!—8］

的哈密顿为
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由于 ()*! 涉及到二维引力理论［#，’］，量子 ?+,,
效应［9—&］，分形统计［9］以及许多其他的物理热点问

题［@］，因此一直引起广泛关注 7 许多文献采用群论

的方法进行深入研究［!"—!@］7
()*$ 早年被提起过，但是没有深入研究［$"］，现

在已经被研究得十分充分了，文献［$!］采用赝角动

量方法研究了它的谱结构和相干态 7 对于 ! A 8 情

况，有一些一般研究 7 文献［!@］按照李代数的术语

分类，将体系（!）归类为 ’( < ! 1型，()*8 则为 ’$ 1型 7
对于 ! ; 8 情况，文献［!］已经给出精确解，同时也

讨论了不同统计类型的粒子的情况 7 文献［$!］提出

用赝角动量算符方法求解了 ()*$ 并详细分析了谱

空间的对称性 7 文献［$!］提出用参量平移算符方法

求解了 ()*8 体系的类角动量方程，给出 ()*8 的解

析解，重点分析了 ()*8 的相互作用参量 % 对谱结

构的影响 7 本文在文献［$!］的基础上采用赝角动量

算符方法，提出一套新的算符体系不仅给出 ()*8
的类径向方程的归一化本征态的解析表达式，更重

要的是得到了 ()*8 体系的相干态的解析表达式 7
文献［!］给出的在质心系中 ()*8 的定态薛定

谔方程为
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按照文献［!］，采用 B+C-DE 坐标系
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于是方程（$）化为
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作变量代换

% ;&)，& ; !
$"8

$" #，

+ ; $"8
$#’，’ A "7 （9）

于是方程（#）化为
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经过分离变量
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得到一个类角动量方程
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由于算符（,）式的类角动量平方形式，因此我们将方

程（&）中的本征值写成不小于零的形式 * 进一步观

察算符（,），其中的 %& )# 相当于角动量的分量的平

方，因此可以确定

%&

# ! $ $( )%
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文献［#%］已经提到了方程（%+），并指出它是

-./# 方程的一种变形 *
文献［%］涉及到方程（#）中粒子间相互作用参量

的两种 %& 的特定取值情况

%% ! %# ! %0 ! % （%#）

和
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最后一个不等式后文要论证 * 为了下文的方便，我

们已经通过（%0）式的最后一式将相互作用参量做了

特别的安排 * 文献［%］的处理已经表明，两种情况

（%#）和（%0）式无论在方程的形式上还是在解法上皆

颇为雷同，因此我们只讨论情况（%0）*
按照（%0）式，方程（&）及其左边的算符（,）化为
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最后的不等式来自（%%）式 *
方程（%1）是一个变形的 678759:;7< 方程，文献

［%］已经给出了它的本征解和本征值谱 * 文献［#%］

采用一种新的赝角动量方法求解方程（%1）* 所得本

征值和本征态为
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（%,）式中的不等式与（%0）式一致，与双粒子 -./#
情况完全相同 *（%?）式中 )(’为归一化常数 *

我们的目的是从方程（%+）出发，得到 -./0 的

相干态 *

# @ 算符体系和本征值

为了本文的目的，将方程（%+）写成
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并定义算符
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和
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可以证明如下的算符对易关系：

［*%，*#］! 4*0，

［*#，*0］! 4*%，

［*0，*%］! 4*#；

［*#，*+］! +，+ ! %，#，0， （#%）

以及

* $ * ! *0（*0 ’ %）’ *#，

** $ ! *0（*0 $ %）’ *# * （##）

将算符方程（##）两边作用于态函数 !（"）并考虑到

方程（%A），我们有
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** $ !$（"）!［$（$ $ %）’ *#］!$（"）* （#0）

这是与方程（%A）等价的两个方程 * 由（%A），（%"）和

（%&）三式可求出
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显然本征函数的递推关系为

*!$（"）! )% !$’%（"）， （#,）

* $ !$（"）! )# !$$%（"）* （#?）

为了保证 !$（"）和 !$B %（"）皆为归一化的，配置了

待定常数 )% 和 )# @ 由（#?）式可见，本征值为

$, ! , $$+，, ! +，%，#，⋯；$+ = + * （#A）

按照方程（?）的要求，$ = +，即$有下限$+，因
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此，仍有!! " !# 与之对应的态函数记为 !!!
（"），显

然有
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此方程右边的零表示不存在的状态，作为存在的状

态 !!!
（"）不恒为零（不是恒为零的函数）%

将方程（&’）套入（&(）的第一个方程，我们有
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由于 !!!"不恒为零，则方程（&+）中的方括号恒为

零，结合（&,）式并保证!! " !，我们有
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这个结果已经有文献［&*］给出 % 注意，这里只

有两个量子数 % 和 #，$ 不是量子数 % 能级（(&）式的

第一行与文献［*］完全一致，而第二行被文献［*］

遗漏 %

( # 归一化的本征态

为了计算本征态，需要将有关的算符和方程重

新表出 %（&*）式的第一个方程表为

"( !%#$（"）$!%!%#$（"）% （((）

算符（&!）具体表为
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算符（(,）可以作用在任意态函数上 % 如果算符（(,）

只作用在本征态上，按照方程（((）有
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这两 个 算 符 表 达 式 的 最 后 已 经 表 成 方 便 使 用 的

形式 %

为了表达方程（&(），首先要计算方程中的因子

!（!) *）) "& 和!（!- *）) "&，为此设
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&!! 的代入要考虑到（(!）式的两种情况，我们先考

虑第一种情况，得到
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（,!）式是按照同样的程序同理推出的，具体推算从

略 % 于是方程（&(）化为
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将（$(）式的第二种情况代入（$)）式，再将结果

代入方程（%$）得到
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这四个方程中，前两个和后两个表达方式不同，是为

了后文的不同需要 &
现在我们计算归一化的本征态 & 将方程（’.）和

（’)）一推到底，我们有
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需要计算两种基态 %( #$ 和 %((( 并整理两种算符

连乘 & 我们先计算两种基态，由方程（%)）和（$-）的

第一个算符可以得到基态函数
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其中#由（+）式给出 & 我们已经将这两种基态归一

化，它们对应了（$(）式的两种情况 & 注意，积分元为

&% 4 &，积分限为从 ( 到5，以下同 & 将（-"）和（-%）两

式分别代入（-(）和（’0）式得到
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现在整理两种算符连乘 & 利用算符（$+）的后边

表达形式，并考虑到（$"）式的两种具体形式，我们有
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写出两种算符连乘的表达式
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将两种算符连乘分别代入到（-$）和（-’）两式，我

们有
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至此我们得到了全部归一化的本征态，其中（+(）式

是文献［"］所遗漏的 &
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这两个本征态含有 !"#$%&&% 多项式部分 ’ 我们

以（()）式为例，将该式写成

!"#$（!）* %"#$!
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（31）式的方括号便是本征函数的多项式部分，称为

!"#$%&&% 多项式的 452&6#$%7 公式 ’ 从而结果与文献

［1］一致 ’

8 9 相干态

上述解方程的方法即为我们使用过的赝角动量

算符方法 ’ 这种方法不仅可以使解方程的过程代数

化，可以与相应的李代数相联系；还有一个好处就是

可以很方便地得到相干态的解析表达式 ’ 下面计算

本体系的相干态 ’
按照相干态的定义

&!’（!）* ’!’（!）， （3.）

其中 ’ 为复数 ’ 设相干态由本征态的线性组合表示
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按照方程（3.）确定常量 (" ’ 将（38）式代入方程（3.）

并考虑到方程（8(）得到递推关系
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利用 !’（!）归一化和 !"（!）的正交归一性来确定

(;，得到
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同理，利用方程（83）和定义式（3.）可以得到另

一套相干态
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(9 结 论

本文在文献［.1］的基础上采用赝角动量算符方

法，提出一套新的算符体系，不仅给出 ?@A, 的类径

向方程的归一化的本征态的解析表达式，更重要的

是得到了 ?@A, 体系的相干态的解析表达式 ’ 结合

文献［.1］给出了 ?@A, 体系的全貌 ’ 本文充分体现

了赝 角 动 量 算 符 方 法（ B7%$25C"D#$E"&CF5F%DG$F
F%GH52）的有效性和诸多的长处，这是一个适用面很

广的方法 ’ 该方法将求解本征方程代数化，可以避

免求解二阶微分方程，只需求解一个简单的一阶微

分方程 ’ 同时由于可以构造体系的产生算符和湮没

算符，很容易得到体系的相干态的解析表达式，为深

入研究体系准备了很好的条件 ’ 事实上我们的赝角

动量方法乃是寻找 )*（1，1）李代数的各种具体表示

的一种十分有效的途径，可以为相关李代数的研究
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