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从构造驱动系统和响应系统之间的函数关系出发，一般性地研究了广义混沌同步中同步流形的多值性问题，

并对同步流形的稳定性进行了分析，提出了多稳定同步流形存在的条件 )利用该稳定性条件对两个实例进行了分

析，一个为 *+,+-./012--3+4 耦合系统，另一个为具有二次、三次非线性的耦合 5677.,8 系统，结果表明前者仅有唯一的

稳定同步流形，而后者随着耦合强度的增加，从具有两个稳定的同步流形变为只存在一个稳定同步流形 )
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( C 引 言

混 沌 同 步 的 研 究 由 来 已 久，自 D+B/4= 和

E=44/33［(］在两相同系统中实现混沌同步以来，精确同

步的研究得到了迅速发展［%—9］) 精确同步要求参与

同步的各子系统间结构、参数完全相同，然而在激

光、生物等实际系统中，这一条件很难得到满足，这

使得精确同步的应用大为受限 ) 163F/G［:］等提出在

异构系统之间也能实现混沌同步，即广义混沌同步，

并通过电路系统验证了该思想 ) H/B=4+G 和 D=43.IJ［&］

利用稳定性理论研究了在单向耦合系统中实现广义

混沌同步的充要条件 ) K6,I 等［’］给出了广义混沌同

步时，驱动与响应信号之间函数的可微性条件 )这些

文献基本勾勒出了广义混沌同步的理论框架 )此后，

广义混沌同步受到了各国学者的广泛关注，并在机

理［L—(%］、控制方法［(#—(9］及应用［(:—(L］等方面对其进

行了大量研究 )
关于广义混沌同步的研究，大多针对单一稳定

同步流形情况 )实际上，和大多数非线性系统一样，

广义混沌同步系统也可能存在多个稳定的混沌吸引

子，或 者 说 存 在 多 稳 定 同 步 流 形 ) */,JM3+J0
N.4=,O=［%$—%%］是最先关注广义同步混沌中多稳定混

沌吸引子现象的学者之一，他提出若同步系统具有

某种对称性，那么在系统相空间中将可能共存多个

稳定的同步混沌吸引子，每个吸引子都有其吸引域，

他还指出利用广义混沌同步这种多稳定流形特性，

可以将吸引子的吸引域也当作密匙之一，从而进一

步增强通讯的保密性 ) *6=, 等［%#］认为对称性并非多

稳定同步流形存在的必要条件，他研究了非对称系

统中的多稳定混沌，并与对称性情况进行了比较 )我
们知道，混沌吸引子中的不稳定周期轨道（PDQ）是

构成混沌吸引子的骨架，而 PDQ 的锁相在耦合混沌

系统中起着非常重要的作用，D=43.IJ 等［%"］利用这一

原理，分析了驱动 PDQ 的周期与响应周期轨道的周

期之比为 (：!（! R (）时的情况，! R ( 即意味着驱动

吸引子上的一点将映射到响应吸引子的多个点，即

广义同步存在多值映射 ) 同样，163F/G 等［%9］也将多

个混沌吸引子共存表述为驱动系统和响应系统之间

的多值映射，得出了随着耦合强度的减小，所研究的

系统将出现两个不同的同步区域，在第一个区域中，

系统只存在一个同步混沌吸引子，在出现短暂的非

同步区域后，系统出现了两个不同的混沌吸引子，并

通过分析驱动吸引子中周期小于 ($ 的 PDQ 在响应

吸引子中的形态，具体研究了这种多值性形成的机

理 )163F/G 和 S+T.-［%:］还分析了存在多值映射时，驱

动系统微小的变化就能使得响应系统丧失同步的原

因 ) D.-=4BU.F 等［%&］数值和实验研究了单向耦合系统

中的双稳定同步混沌，得出随着耦合强度的加大，系

统在两个共存的吸引子之间跳动 )
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以上的研究均基于单个系统进行，所研究的某

些系统还仅具有数学意义，并无实际的物理意义，没

有于一般意义上研究多稳定混沌同步流形存在的原

因，也没有给出多个响应吸引子共存的条件 ! 因此，

本文试图从构造驱动系统和响应系统之间的函数关

系出发，一般性地研究广义混沌同步中同步流形的

多值性问题，并通过对同步流形的稳定性进行分析

得到多稳定同步流形存在的条件，利用该条件对

两个实例进行分析，一个为 "#$#%&’()*%%+#, 耦合系

统，另一个为具有二次、三次非线性的耦合 -.//&$0
系统 !

1 !同步流形的多值性

考虑如下单向耦合系统：

!" 2 #（"）， （34）
!$ 2 %（$）5 !&（"，$）， （36）

其中 " 2｛"3，"1，⋯，"#｝，$ 2｛$3，$1，⋯，$%｝分别

为 ’# 和’% 中的状态向量 ! # 和 % 为向量场，分别

表示驱动和响应系统，#：’#!’# ，%：’%!’% ! & 表

示驱动系统和响应系统之间的耦合，! 为表示耦合

强度的标量系数 !本文假设 #（·），%（·）和 &（·）均

可微 !
当 !"7 时，若存在映射 (：’#!’% 、流形 & 2

｛（"，$）：$ 2 (（"）｝以及流形 & 的邻域 ’ 2 ’" 8
’$#’# 8 ’% ，使得系统（3）的任何初值在 ’ 中的轨

迹随时间趋近于流形 &，那么称在 " 和 $ 之间实现

了广义同步，& 称为同步流形 !本文要考虑的是，当

初值不处于 ’ 中，是否存在另一个映射 (9 ：’#!
’% 、流形 &9 2｛（"，$）：$ 2 (9（"）｝以及流形 &9
的邻域 ’9 2 ’9" 8 ’9$#’# 8 ’% ，同样也能使系统实

现广义同步 !
多值性是非线性系统普遍存在的一种现象，对

于非线性动力系统来说，在某些参数下，系统可能有

多个吸引子共存，每个吸引子都有其各自的吸引域 !
同样，广义混沌同步也存在多稳定响应的情况 !事实

上，在广义同步情况下，映射 ( 表示的是驱动系统

在混沌吸引子上的 " 轨迹与响应系统渐近混沌行

为 $ 轨迹之间的泛函关系，它包含了一类不显含时

间 ( 的连续函数（不一定可微，但本文仅考虑可微情

况），每个函数均对应于一个同步流形，因而使得广

义同步系统中可能存在多个同步流形 ! :,’;$［33］提

出了一种近似于中心流形的方法来求解广义混沌同

步时 $ 和 " 之间的这种泛函关系，利用该方法，可

以一般性地分析广义混沌同步系统中同步流形多值

性存在的原因 !
若在 $ 和" 之间存在可微映射 (：’#!’% ，那

么有

!$ 2 )*(（"）!" ! （1）

将（34）和（36）式代入（1）式，可以得到

%（(（"））5 !&（"，(（"））< )*(（"）#（"）2 7，

（=）

（=）式在同步流形 & 2｛（"，$）：$ 2 (（"）｝上成

立，其中 )"(（"）为 >4?’6& 矩阵 !（=）式可以看作以

(（"）为未知函数的偏微分方程，在求解中心流形

时也可得到类似方程 !要精确求解上式通常很困难，

可以通过将 $ 2 (（"）展开成幂级数进行求解 !
(（"）2 + 5 ," 5 "@ -" 5 ⋯ （A）

将（A）式代入（=）式，令同次项系数为零，可以得到一

系列代数方程，这些代数方程包含了 #（·），%（·）和

&（·）的各个系数以及 +，,，- 的各个元素，通过求

解这些代数方程可以得到 +，,，- 中各个元素，从

而得到 ( 的良好近似解 !从求解过程来看，由于 #，

% 和 & 中的一个或多个为非线性函数，因而各个代

数方程组中也必然存在非线性项，这些非线性项的

存在将导致解具有多个可能值，若没有别的边界条

件限制，这样求得的 ( 近似解也必然存在多个解，

同样的多值性也会出现在求解中心流形的过程中 !
由此可见，广义混沌同步中存在多个同步流形源于

其非线性因素，而非线性正是混沌系统所必须的，因

此，多值性是广义混沌同步系统中普遍存在的 !
上述方法能求得多个同步流形，但这些同步流

形并非全部稳定，因而需要对这些流形的稳定性进

行判断，从而给出多稳定同步流形存在的条件 !

= !同步流形的稳定性

若 ( 在驱动系统轨迹上满足 $ 2 (（"），要判

断同步流形 & 2｛（"，$）：$ 2 (（"）｝的稳定性，

首先对 ( 进行微扰，令 $9 2 (（"）5 .，因为有 $ 2
(（"）满足（36）式，所以有

!(（"）2 %（(（"））5 !&（"，(（"））! （B）

将 $9 2 (（"）5 . 代入（36）式，且利用（B）式得

.·2 %（(（"）5 .）5 !&（"，(（"）5 .）

< %（(（"））< !&（"，(（"））! （C）

由上式可得
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!·!（"#$（#（%））" !"#&（%，#（%））!

" "（! !!#）， （$）

其中 "#$（#（%）），"#&（%，#（%））为 %&’()* 矩阵 +
令（"#$（#（%））" !"#&（%，#（%）））! ’（%），根

据一次近似稳定性定理，若 ’（%）的特征值实部均

为负，那么扰动方程（$）有渐近稳定的零解，从而同

步流形 # !｛（%，(）：( ! #（%）｝稳定 + 但应注意

到 % !!（%,，$），其中!为驱动系统的解，%, 为初

始值，$ 为时间，因此 ’（%）可以写成 ’（ $），其特征

值随时间变化 +此时将无法通过某单一时刻时 ’（ $）
的特征 值 来 判 断 扰 动 方 程（$）零 解 的 稳 定 性 + 而

-.&/01(2 指数（-34）正是刻划这种相邻轨迹随时间

演化规律的特征量，可以通过计算系统的条件 -34
来判断 ( ! #（%）的稳定性：若所有条件 -34 小于

零，那么同步流形 # !｛（%，(）：( ! #（%）｝渐近

稳定，若存在大于零的条件 -34，则同步流形不稳

定 +为此，引入局部 -34 定义 +
局部 -34［#5］为

%&（"）! 6*7
#",

8
#

61!
)&（" "#）!
!)&（"）( )!

， （5）

其中，)&（ $）为 $ 时刻超球面的第 & 个主轴 + 在局部

-34 基础上，-34 定义为

’& ! 6*7
$"9

8
$#

$

,
%&（"）:"+ （;）

对于（$）式，!· ! ’（ $）!，由于#",，因而可 以 在

［"，""#］这个区间中，令 ’（ $）$’（"），这样 !·!
’（"）!为常系数线性微分方程，其通解为［#5］

!（ $）! %
(

& ! 8
［ )& <*& $*& ］， （8,）

其中 *& ! +& ’(=（+&$）" ,& =*1（+&$），并且有 *>
&*, ! ,（ &

& ,），*>
&*& ! 8（ & ! ,），*& ! ?<（$& ），+& ! @7（$& ），$&

为’（"）的特征值，且有 ?<（$8）’⋯’?<（$( ），+& ，

,& 为常数向量，)& 为依赖于初始条件的常数，这里

仅考虑最大 -34，因此选取为 )8 ! 8，其余为 ,，因此

有 )8（"）! !（"）! <*8（"）"*8（"），)8（""#）! !（""

#）! <*8（"）（""#）*8（""#），所以有

%8（"）! 6*7
#",

8
#

61!
)8（" "#）!
!)8（"）( )!

! 6*7
#",

8
#

61
)8（" "#）> )8（" "#( ）

)8（"）> )8（"(
( )）

! 6*7
#",

8
#

61（<*8（"）#( )） ! *8（"）， （88）

也就是说，在［"，""#］区间中的最大局部 -34 为

常数矩阵 ’（"）特征值的最大实部 + 将（88）式代入

（;）式，可以得到最大 -34 为

’8 ! 6*7
$"9

8
$#

$

,
*8（"）:"， （8#）

因此可以得到如下定理 +
定理 ! 对于单向耦合系统（8），若在映射 #：

-- " -. 下，存在同步流形 # ! ｛（%，(）：( !

#（%）｝，使得 6*7
$"9

8
$#

$

,
*8（"）:" A ,，那么该同步流

形渐近稳定；若 6*7
$"9

8
$#

$

,
*8（"）:" B ,，那么该流形不

稳定，其中 *8（"）为"时刻响应系统的 %&’()* 矩阵

（"#$（#（%））" !"#&（%，#（%）））特征值的最大

实部 +
驱动系统（8&）为混沌运动，由于混沌吸引子有

界，所以存在一个有界闭集 /，使得驱动系统轨迹上

的点组成的集合｛%)-- ：% !!（%,，$）｝* / +另设

0 !｛%)-- ：?<（$7&C（’））A ,｝，即 0 为在 - 维相空

间中能使响应系统 %&’()* 矩阵 ’ 的特征值的最大

实部小于零的点组成的集合 +根据上述定理，易得如

下推论 +
推论 若在映射 #：--"-. 下，有 0+/ !%，

且对于任意 %) /，’（%）不存在零实部特征值，那

么同步流形 # !｛（%，(）：( ! #（%）｝不稳定；若

有 /*0，那么同步流形 # !｛（%，(）：( ! #（%）｝

稳定 +
由上述分析可以看出，对于一般同步系统来说，

同步流形的多值性由系统本身的非线性因素决定，

但并非近似求解得到的每个同步流形都稳定，而且，

同步流形的稳定性还与耦合函数 & 以及耦合强度 !
有关 +从定理 8 可知，流形的稳定性主要取决于响

应系统的%&’()* 矩 阵（"#$（ #（ %））" !"#&（ %，

#（%））），而耦合函数 & 以及耦合强度 ! 均会对该

矩阵产生影响，更重要的是，# 也将随 & 以及 ! 而

变化，这使得同步流形的稳定性随 & 以及 ! 的变化

规律相当复杂 +本文将在实例 # 中利用数值方法对

同步流形的稳定性随着耦合强度 ! 的变化趋势进

行分析 +
下面对两个实例进行分析，一为 D<1<=*(E?F==6<G

系统，另一个为耦合 H0II*1J 系统 +

K L 实 例

以上分析均假设 # 可微，M.G&J&=［8,］根据映射
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! 是否可微，将广义同步分为弱同步（!"）和强同步

（""），并提出了 ! 可微的条件：若整个同步系统的

#$%&’()* 维 数 !# 等 于 驱 动 系 统 的 #$%&’()* 维 数

!"
#，那么该系统为强同步系统，映射 ! 可微 + 根据

赫尔德（,-./01）指数进行判断也可以得到类似的结

论［2］+下面将利用该判据来保证同步系统处于强同

步状态 +

!"#" $%&%’()*+,’’-%. 耦合系统

驱动系统为 30(045) 系统，它由三个简单的微分

方程构成，含有三个正的实参数，该动力系统的微分

方程表达式如下：

#·6 7 #·8，

#·8 7 #·9，

#·9 7 : $#6 : %#8 : &#9 ; #86，

（69）

其中，&，%，$ 满足关系式 &% < $，当 & 7 6=8，% 7

8=>8，$ 7 ? 时，系 统 的 #@A 为 B=B629，B=BBB9，

: 6=862C，#$%&’()* 维数 !"
# 7 8=B6D9，此时系统为混

沌的，其相图如图 6 所示 +从相图可以看出，驱动系

统（69）的轨迹被限定在有界闭集 ’ 7｛: 9! #6!?，

: ?!#8!2，: 66!#9!69=D｝中 +
响应系统为 E-44.01 系统：

(·6 7!（: (8 : (9），

(·8 7!（(6 ; B +8(8）: )（(8 : #8），

(·9 7!（B +8 ; (9 (6 : D=C(9），

（6F）

其中!为特征时间比例因子，这里取!7 ?+采用变

量反馈的方法实现驱动、响应系统之间的混沌同步，

为了保证实现强同步，选取耦合强度 ) 7 D，此时系

统的条件 #@A 为 : 6=>FC>，: 6=>F2B，: 96=BF8?，计

算得到整个同步系统的 #$%&’()* 维数 !# 7 !"
# 7

8=B6D9，因此该系统为强同步系统，映射 ! 可微 +
根据 G1)H( 方法可以求得映射 ! 的两组解：

!6（"）7
D+C886
> +B9DB
:









> +B9DB
;

B+BFFB B +CD8C I 6B:8 B +B96B
: B+D966 6 +6CD6 : B+92BF
B +D?86 :









6 +6?CF B +92DF

#6
#8
#









9

; ⋯ （6D%）

!8（"）7
: B+B886
: B+B9DB









B +B9DB
;

: B+6BC> : B+2D26 B +BC22
B +BC>9 B +B?6D B +6D26

: B+DFF? I 6B:9 : B +D6CB I 6B:8 B +?DF? I 6B:









9

#6
#8
#









9

; ⋯ （6DJ）

图 6 30(045) 系统相图 （%）#6 : #8 平面，（J）#8 : #9 平面

对映射 ! 两组解对应的同步流形的稳定性进

行分析 +根据推论，需要得到将 !6（"）和 !8（"）代

入（C）式后 #（"）在有界闭集 ’ 7｛: 9!#6!?，: ?

!#8!2，: 66! #9!69=D｝中的特征值特性 + 采用

K%&.0 等符号计算软件计算后的结果如图 8，9 所示 +
图 8 为 !6（"）作用下，#（"）的特征值实部的最大

值 E0（"L%M）在 ’ 中的情况，其中图 8（%）为 #9 7 B 时，

E0（"L%M）随 #6，#8 变化的趋势，图 8（J）为 #6 7 B 时，

E0（"L%M）随 #8，#9 变化的趋势 +图 9 为在 !8 作用下

所对应的情 况 + 从 图 中 可 以 看 出，在 !6 作 用 下，

E0（"L%M）在有界闭集 ’ 中均大于零，即 *" ’ 7#，

其中 * 7｛"#$! ：E0（"L%M（#））< B｝，且对于任意 "
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!!，!（"）不存在零实部特征值，因此根据推论可

以得到同步流形 "! "｛（"，#）：# " $!（"）｝不稳

定 #而在 $$ 作用下，%&（!’()）在 ! 中均小于零，即 !

"#，因此可以得到同步流形 "$ "｛（"，#）：# "
$$（"）｝稳定 #

根据上面的分析可知，该混沌同步系统仅有一

个稳定的同步流形 "$ "｛（"，#）：# " $$（"）｝，以

相空间任意一点为初始条件的轨迹都将最终吸引到

该同步流形上，数值计算也验证了该结论 #

图 $ $!（"）作用下，!（"）的特征值实部的最大值 %&（!’()）在 ! 中的情况

图 * $$（"）作用下，!（"）的特征值实部的最大值 %&（!’()）在 ! 中的情况

!"#" 耦合 $%&&’() 系统

驱动系统为如下简谐激励下的单自由度振子：

$·! " $$，

$·$ " + %$! + &$$
! + $*

! + ’$$ , (-./（")），（!0）

该驱动系统在参数 % " 1，& " *，’ " 23!4，( " 5，" "
*35*!! 下为混沌运动状态，相图如图 1 所示 #驱动系

统的 678 为 23!1004$，+ 23$5004$，69(:;<.= 维数 *+
6

" !31511 #
响应系统为具有二、三次非线性项的两自由度

振动系统：

,·! " ,$

,·$ " +#!（,$ + ,1）+ -$$（,! + ,*）

,$!（,! + ,*）$ +（,! + ,*）*

, *-./（")），

,·* " ,1，

,·1 " +%#$ ,1 +%%$ ,* +%#!（,$ + ,1）

,%（,! + ,*）+%$!（,! + ,*）$

,%（,! + ,*）*，

（!>）
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图 ! 单自由度振动系统相图

驱动系统通过驱动该响应系统的线性刚度实现混沌

同步，! 为驱动强度，这里取为 "#$，其余参数为!$

%!& % "#’，"$ % $，" % &"，#% "#&，#& % & (
将驱动系统、响应系统均变换为自治系统，令

)*+（$$）% %,，+-.（$$）% %!，因此，驱动系统增加两

维：%·, % /$%!；%·! %$%,，同样，响应系统也增加两

维：&·0 % /$&1；&·1 %$&0 (为了应用 23*4. 方法，先假

设 ! 可微，并令 &0 % %,，&1 % %! 以消除简并情况而

引入的系统多值性，可以得到 ! 存在两组解 (

图 0 ! % "#$ 时共存的两同步混沌吸引子及其吸引域

!$：

&$ % / $#&1’5%, 6 "#$1&’%! 6 ⋯

&& % "#1,55%, 6 !#5’’$%! 6 ⋯

&, % "#"$"5%, / "#",1,%! 6 ⋯

&! % / "#$!&5%, 6 "#"!&7%! 6 ⋯

!&：

&$ % $#0 / "#"&0’%$ 6 "#"&0"%&

/ $#,&01%, 6 "#&,11%! 6 ⋯

&& % / "#$""$%$ / "#"&50%&

6 $#$00&%, 6 0#&$$$%! 6 ⋯

&, % "#0 6 "#’!’" 8 $"/& %$ / "#$$5$ 8 $"/& %&

6 "#"&,,%, / "#"1&0%! 6 ⋯

&! % "#!71! 8 $"/& %$ 6 "#’105 8 $"/& %&

/ "#&01,%, / "#"5$1%! 6 ⋯

在映射 !$ 作用下，根据（$&）式计算得到最大条件

9:; 为 ’($
% / "#&0,01；在 !& 作用下，计算得到的

系统最大条件 9:; 为 ’(&
% / "#&,10& (分别计算在

!$，!& 作用下整个同步系统的 9<=>?.*@ 维数，得

"($9 % $#07’!，"(&9 % $#1&"" (因为 "($9 ，"(&9 ，")
9 三者相

差不大，且考虑到 !$，!& 仅为 ! 的近似解，可认为

! 可微的假设是成立的 ( ’($
，’(&

均为负，根据定理

$ 可知 !$，!& 对应的同步流形均是稳定的，即对于

该耦 合 A?BB-.C 系 统 来 说，存 在 两 个 稳 定 的 同 步

流形 (
通过数值模拟可以验证该混沌同步系统确实存

在两个同步混沌吸引子 (图 0（=）所示即为这两个混

沌吸引子在 &, D&! 平面上的投影，实线所示吸引子

记为 *$，虚线所示吸引子为 *&，可以清楚地看出，

*& 吸引子包围在 *$ 吸引子之外 ( 共存的两吸引子

均有其吸引域，E?=.［&,］以及 E*.FGHIFDJ-3=.K=［&"］均对

多稳定同步流形吸引域的特征进行了研究 ( 为了研

究该混沌同步流形的吸引域，我们选取响应系统相

空间的一个区域% %｛&$ % "，&& % / 0，/ $" L &,!
$"，/ $" L &!!$"｝作为分析平面，利用点映射方法

得到两混沌吸引子的吸引域如图 0（M）所示，黑色区

域为吸引子 *$ 的吸引域，灰色区域为吸引子 *& 的

吸引域，由于计算精度所限，吸引域边界的分形结构
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图 ! 不同初始条件的时间历程曲线

图 " ! # $%& 时共存的两同步混沌吸引子及其吸引域

并不明显 ’以吸引域中任何点为初始条件出发的轨

迹都将趋向于该吸引域所属的吸引子，图 !（(）所示

为响应系统初始条件分别为（$，) &，) *，$）（实

线）以及（$，) &，*，) +）（虚线）时 ", 的时间历程

图，这两条轨迹吸引于 #+ 吸引子；图 !（-）所示两条

时间历程曲线的初始条件分别为（$，) &，$，$）（实

线）以及（$，) &，&，$）（虚线），这两条轨迹吸引于

另一吸引子 #*，因而，吸引域的大小反映了吸引子

稳定性的强弱 ’
下面分析同步混沌吸引子及其吸引域随耦合强

度 ! 增大的变化趋势 ’图 " 所示为耦合强度 ! # $%&
时，同步混沌吸引子及其吸引域 ’图 . 为 ! # $%&! 时

的情况 ’比较图 &（(），"（(），.（(）可以看出，随着 ! 的

增大，#+ 吸引子在 ", /"0 平面上占据的空间变大，

而 #* 吸引子逐渐填充其中间部分，这使得原本在

", /"0 平面上截然分开的两个吸引子，变得互相交

织 ’这里需要说明的是，图 &（(），"（(），.（(）所示只是

共存的两个吸引子在 ", /"0 平面上的投影，而在实

际相空间中，共存的两个吸引子是不可能相交的 ’再
比较不同耦合强度下吸引子的吸引域可以看出，随

着耦合强度的加大，#+ 吸引子的吸引域正在逐渐变

小，这说明其稳定性正在减弱，并且当 ! # $%&!, 时，

完全丧失了其稳定性，整个相空间中只有一个 #*

吸引子 ’这一变化过程正好与文献［*&］的研究结果

类似，在文献［*&］中，随着耦合强度的减弱，驱动系

统与响应系统之间从单值映射变成了多值映射 ’
另外，通过比较图 &，"，. 还可以发现一个有趣

的现象，当 ! 从 $%+ 增大到 $%& 时，共存吸引子的形

态变化很大，而其吸引域的变化则不明显，但当 !
继续增大到 $%&! 时，共存吸引子的形态变化不大，

而其吸引域的变化则很大 ’ 这或许能用混沌吸引子

的边界激变（12(3451 -3678(9: 195;5;）［*<，,$］来解释 ’ 当

! 从 $%+ 增大到 $%& 时，吸引子 #+ 在相空间中不断

膨胀，但仍与其吸引域边界保持了一定距离，因而其

稳定性没有发生太大变化，当 ! 继续增大，吸引子

#+ 与其吸引域边界相当接近了，而在 ! # $%&!, 时，
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完全碰撞到其吸引域边界而产生激变，因而混沌吸

引子 !! 连同其吸引域突然消失 " 洪灵和徐建学［#!］

利用广义胞映射图论方法对低维系统混沌吸引子的

边界激变进行了分析，但本文所讨论的吸引子处于

四维相空间中，胞映射方法很难进行，因而对于该现

象还需要进一步研究 "

图 $ " % &’() 时共存的两同步混沌吸引子及其吸引域

*+,-./0-12345,65［7&］提出了将对称系统中的多稳

定同步流形特性应用于通信中，可以进一步提高通

信的保密性，本文试图提出另一种可能应用 "从图中

可以看出，!! 吸引子的振幅要远小于 !7 吸引子，甚

至小于未受驱动时的振幅，而响应系统（!8）实际上

为一两自由度非线性隔振系统动力学方程，若按照

本文的控制方法将外加振动信号施加于非线性隔振

系统中，并能将同步混沌控制在 !! 同步流形上，那

么系统的振幅将显著减小，从而获得出优异的隔振

效果 "

( ’ 结 论

本文从构造驱动系统和响应系统之间的函数关

系出发，一般性地研究了广义混沌同步中同步流形

的多值性问题，给出了多稳定同步流形存在的条件，

并利用该条件对两个实例———*0,093+1:;99/04 耦合

系统和具有二次、三次非线性的耦合 <=>>3,? 系统

———进行了分析 " 基于本文的研究，可以得到如下

结论：

! "根据（!7）式可以计算得到各个同步流形下的

最大条件 @AB，通过判断该条件 @AB 的正负特征，可

以得到同步流形的稳定性条件 "
7 "在本文参数以及控制规律下，*0,093+1:;99/04

耦合系统仅具有唯一稳定的同步流形 "
# "当耦合强度 " % &’! 时，具有二次、三次非线

性的耦合 <=>>3,? 系统具有两个稳定的同步流形 "随
着耦合强度的增大，其中一个同步流形的稳定性逐

渐变弱，最后失稳，系统相空间中变成只存在一个同

步流形 "

［!］ C0D+45 @ 2，A544+// E @ !FF& #$%& " ’() " *(++ " !" $7!
［7］ C0D+45 @ 2，A544+// E @ !FF! #$%& " ’() " G "" 7#8H
［#］ I5J3K5,35L E !FFH #$%& " ’() " B #$ !)H7
［H］ @3 * M，N= < 2，OP+= Q C 7&&H !,+- #$%& " ./0 " #% #8F（ 3,

AP3,090）［李国辉、徐得名、周世平 7&&H 物理学报 #% #8F］

［(］ R5,? N S，Q3 Q I，QP3 * : 7&&) !,+- #$%& " ./0 " ## )7)!（ 3,

AP3,090）［王校锋、司守奎、史国荣 7&&) 物理学报 ## )7)!］

［)］ :=/L+T U S，Q=9PDP3L 2 2，E93V43,? @ Q，GW54W5,0/ M < X !FF(

#$%& " ’() " B #& F$&
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［$］ M=,K Z :，[KK B，\+4L0 ] G !FF8 #$%& " ’() " B ## H&7F

［F］ GW54W5,0/ M < X，:=/L+T U S，Q=9PDP3L 2 2 !FF) #$%& " ’() " B

#% H(7$
［!&］ C^45?59 I !FF) #$%& " ’() " B #" :H(&$
［!!］ Z4+_, : !FF$ #$%& " ’() " *(++ " (& HF#(
［!7］ OP0,? O *，R5,? N *，A4+99 2 A 7&&7 #$%& " ’() " B !# &()7!!
［!#］ @3 Q，N= R，@3 : M，@3 \ C 7&&) !,+- #$%& " ./0 " ## ()$!（3,

AP3,090）［李 爽、徐 伟、李瑞红、李玉鹏 7&&) 物理学报 ##

()$!］

［!H］ AP0, O Q，Q=, I M，OP5,? E Q 7&&( !,+- #$%& " ./0 " #" 7($&（3,

AP3,090）［陈志盛、孙克辉、张泰山 7&&( 物理学报 #" 7($&］

［!(］ R= N ]，R5,? N \ 7&&) !,+- #$%& " ./0 " ## )7)!（3, AP3,090）
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