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推广了一类分数阶混沌系统并证明了这类分数阶混沌系统的拓扑等价性，指出分数阶系统产生混沌吸引子的

必要条件是系统平衡点的稳定性不变 )通过数值模拟表明，此分数阶系统与整数阶系统一样仍然产生一对互不相

交的 &*涡卷混沌吸引子 )
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" 9 引 言

近些年来，由于混沌在图像数据加密、非线性系

统辨识、计算机图形处理、通信和信息处理、生物医

学等领域得到应用，因此有关混沌的诱发、控制与反

控制的研究得到了越来越多的关注［"，&］) 自从 "(8%
年 ;4<=>2［%］在三维自治系统中发现第一个混沌吸引

子以来，人们相继提出一些新的系统，如 ?3=> 系

统［,］，;@ 系统［+］，;0@ 系统［8］，统一系统［’］等 )
虽然分数阶微分已有 %## 多年的历史，但是在

物理和工程应用中，特别是混沌及其同步方面一直

未得到应有 )因此，近些年来许多学者开始从事分数

阶混沌动力系统的研究［$—&# ］)
本文在文献［&"—&%］基础上推广了一类分数阶

混沌系统，通过分析发现此类分数阶混沌系统二次

项系数仅仅控制了吸引子的沿坐标轴方向的大小 )
分数阶系统在平衡点的稳定性不变的情况下仍能产

生混沌吸引子，且同时产生一对互不相交的 &*涡卷

混沌吸引子的特性保持不变 )

& 9 分数阶微积分

$%&% 分数阶微积分的定义

分 数 维 微 积 分 有 两 种 常 用 的 定 义［&,］，即

A0=./>>*;04@B011=（A*;）定义和 ?/5@C4 定义，在纯数学

领域中多用 A*; 定义 ) ?/5@C4 定义有传统的易于物

理上实现和解释的初始条件，并且对常数的微分为

#，所 以 在 实 际 的 应 用 中 常 用 此 定 义 ) 本 文 采 用

?/5@C4 定义 )
定义 & 一元函数 !（ "）的!阶积分定义为［&,］
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其中 #，" 分别为积分的下限和上限，!（ "）为被积函

数，!为积分次数，"（!）为欧拉函数 )
分数维微分是利用分数维积分来定义的，其定

义如下：

定义 $ 一元函数 !（ "）的!阶微分定义为［&,］
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$%$% 分数阶线性系统的稳定性理论

分数阶线性系统的稳定性已经得到了充分的

研究，并且得到了分数阶线性系统稳定的充分必要

条件［&+，&8］)
引理 & 考虑自制系统

(!%
6 "! E )%，%（#）E %#， （%）

其中 %"*’（’"+），)"*’ I ’ )
"）系统（%）是渐近稳定的，当且仅当对任意的#

"J5=:（)），K /<L（#）K F!!M& 都成立 )
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!）系统（"）是稳定的，当且仅当对任意的!!
#$%&（!），’ ()*（!）’""!+! 都成立 ,

"阶线性系统的稳定性区域如图 - 所示，如果

系统在平衡点处 .(&/01(2 矩阵的所有特征值在扇形

区域外部，则此分数阶微分系统就是稳定的［!3—!4］,

图 - "阶线性微分方程的稳定性区域

三维非线性系统中，如果系统平衡点的一个特

征值在不稳定的区域中而其他特征值都在稳定区域

中，则此平衡点称指数为 - 的鞍点［!4］；如平衡点只

有一个特征值在稳定区域中，则称此平衡点是指数

为 ! 的鞍点 ,由引理 - 可知，若系统 " 5 #（ "）出现混

沌，则分数阶系统 $6"% " 5 #（ "）仍保持混沌的必要条

件是平衡点的稳定性保持不变，也就是说系统指数

为 ! 的鞍点的不稳定特征值!满足
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"> 拓扑等价性

!??"年刘文波、陈关荣［!-］提出了一个整数阶混

沌系统（如（3）式所示）, !??= 年 @#1%2 等［!!］又提出与

系统（3）类似的系统（如（A）式所示），B/2*C.D% EF%G
等［!"］又将系统（A）推广为分数阶 ,

"·5 $" H &’，

&·5 (& < "’，

’·5 )’ < "&，

（3）

其中 ( I ?，) I ?，? I $ I <（ ( H )），本文中都假设

此条件成立 ,
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现将系统推广为更一般的情形
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显然（3），（A）式分别为（4）式的一种特殊形式 ,
定理 系统（4）与系统

J*"
J %* 5 $" K #*2（+-）&’，

J*&
J %* 5 $& K #*2（+!）"’，

J*’
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拓扑等价 ,
证明

对系统（4）做线性变换
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从而有，

!!$
! "! ’ %* " )*+（##）&’，

!!&
! "! ’ (+ " )*+（#%）$’，

!!’
! "! ’ ), " )*+（#&）$&，

因此系统（,）与系统（-）拓扑等价 .
推论 ! 当 ## / 0，#% 1 0，#& 1 0 时，系统（,）与

系统

!!*
! "! ’ %* ( +,，

!!+
! "! ’ (+ 2 *,，

!!,
! "! ’ ), 2 *+，

（3）

和系统

!!*
! "! ’ %* 2 +,，

!!+
! "! ’ (+ ( *,，

!!,
! "! ’ ), ( *+，
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拓扑等价 .
推论 " 系统（4）与系统（5）拓扑等价 .
由以上证明可知，系统（,）二次项的系数仅仅影

响系统轨迹相的形状，当二次项参数变化时（符号不

变），系统的相平面图仅在三个方向上进行拉伸或缩

小，而系统的稳定性没有任何变化 .
以下考虑系统（,）.设 ( 1 0，) 1 0，0 1 % 1 2（ (

( )），## / 0，#% 1 0，#& 1 0，求得此系统有五个平

衡点：

-0 ’（0，0，0），

-# ’（* 2 ，+ ( ，, ( ），

-% ’（* ( ，+ 2 ，, ( ），

-& ’（* ( ，+ ( ，, 2 ），

-6 ’（* 2 ，+ 2 ，, 2 ）.

其中 * ( ’ ()
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设（ *78，+78，,78）为系统（3）的平衡点，则此系统在

（ *78，+78，,78）处的 9:;<=>:+ 矩阵为

. ’
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#& +78 #& *78
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其特征多项式为

/（!）’ $!0 2 . $ ’!& ( 1#!% ( 1%! ( 1&，

其中

1# ’ 2（% ( ( ( )），

1% ’ %( ( () ( %) 2 #% #& *%
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为了求解方程
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%, . 根据卡丹公式，如果# / 0，则方程

（##）有一个实根
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如果取一组系数满足下列条件：

( 1 0，) 1 0，0 1 % 1 2（( ( )），

## / 0，#% 1 0，#& 1 0，
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图 # 系统（)）的三维图像及相平面图（ ! * "+,%，#" ! "）

则"( ’ "，-.（"%，# ）! "，/"( / ! -.（"%，# ）0 此时系统

（)）的平衡点满足 1234’53678 定理［%,］0
当（$，%，&）*（9，$ #+:，$ ("），（ ’(，’%，’# ）*

（%，$ #，$ :）时，系统（)）满足条件（(%）0 系统（)）平

衡点及其对应的特征值分别为

(" *（"，"，"）：

"( * 9，"% * $ #+:，"( * $ ("，

(( *（$ !();<，!%9;:，!();<）：

"( * $ (%+<:=，"%，# * %+(%:, > )+"()%3，

(% *（!();<，$ !%9;:，!();<）：

"( * $ (%+<:=，"%，# * %+(%:, > )+"()%3，

(# *（!();<，!%9;:，$ !();<）：

"( * $ (%+<:=，"%，# * %+(%:, > )+"()%3，

(: *（$ !();<，$ !%9;:，$ !();<）：

"( * $ (%+<:=，"%，# * %+(%:, > )+"()%3 0

: + 数值模拟

根据不等式（:），要使系统（)）产生混沌，则 ! !
%
!

?@AB?5 )+"()%( )%+(%:, " "+,( 0 取 参 数（ $，%，&）*（9，

$ #+:，$ ("），（ ’(，’%，’# ）*（%，$ #，$ :），根据预

估C 校正法［("，%)，%=］，利用 D?B4?E 模拟了 ! * "+," 和

! * "+,%的结果，如图 %—< 所示 0

图 % 系统（)）的混沌时间序列（ ! * "+,%，#" ! "）（?）)（ *）；（E）

#（ *）；（A）+（ *）
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图 ! 系统（"）的混沌时间序列（ ! # $%&’，"$ ( $）（)）#（ $）；（*）

"（ $）；（+）%（ $）

由模拟结果可知，此系统同时存在左右两个不

相交 ’, 涡卷混沌吸引子 -当初始条件中 "$ ( $，则始

终有 "（ $）( $；同样若 "$ . $，则始终有 "（ $）. $-如
图 " 所示 -

/ % 结 论

当整数阶混沌系统在一组参数下产生混沌吸引

子，若在这组参数下将此系统推广到分数阶后仍出

现混沌吸引子，则必须满足系统平衡点处的稳定性

保持不变 -本文分数阶混沌系统的二次项系数仅仅

控制了吸引子的大小，而丝毫没有影响系统的稳定

性，因此二次项系数可以在满足符号要求的条件下

任意变动，但并不会影响系统是否产生混沌吸引子 -
此分数阶系统仍然存在一对互不相交的 ’, 涡卷混

沌吸引子 - 得到系统产生混沌吸引子的最小阶为

’%!0 -

图 / 系统（"）的三维图像及相平面图（ ! # $%&’，"$ ( $）
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图 ! 系统（"）的模拟结果：! # $%&$ （’）"$ ( $；（)）"$ * $

!+", 物 理 学 报 -" 卷



图 ! 系统（!）同时存在的两个不相交的吸引子，（!，"，#）"（#，$ %&’，$ ()），$ " )&*+
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