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利用 )*+,*-./ 定理，讨论了具有自动频率跟踪功能电磁振动机械系统的混沌特性 0借助卡尔达诺公式和微分方

程组级数解分别讨论了该系统的特征值问题和同宿轨道的存在性，进而比较严密地证明了该系统 )*+,*-./ 型 )12+3
混沌的存在性，并给出发生 )*+,*-./ 型 )12+3 混沌所需条件 0 利用数值模拟得到该类机电耦合系统的相轨迹图、

4526.,./ 指数谱和 4526.,./ 维数，进一步验证了该非线性系统存在奇怪吸引子 0

关键词：混沌系统，45267,./ 指数，)*+,*-./ 定理，耦合
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!国家自然科学基金（批准号：!%$&"%:’）和高等学校博士学科点专项科研基金（批准号："%%:%%8:%%8）资助的课题 0

# ;<12*+：5=>?@+A ?B70 3C70 D,

! E 引 言

目前，混沌系统的运动具体特性［!—9］及混沌系

统的构造［8—!!］等研究得到越来越多的关注 0文献［!］

借助规范形理论研究了具有三重零特征根非对称向

量场在原点附近的 )*+,*-./ 轨道，进而研究了 )12+3
混沌 0文献［"］利用高维 F3+,*-./ 法和不变流形上的

纤维丛理论研究了 9 维 G7HH*,I 系统的 )*+,*-./ 轨道

存在性以及 )12+3 混沌 0文献［$］在规范形理论基础

上，利用能量相位法讨论了变张力黏弹性传动带空

间运动时的 )*+,*-./ 型轨道和 )12+3 混沌运动 0文献

［9］以耦合 G7HH*,I 振子为对象，研究了混沌系统进

入完全同步态时的一些动力学行为 0 文献［8—’］分

别构造了新的三维混沌系统，其中文献［8］和文献

［:］分别基于 )*+,*-./ 定理构造了一个三维二次多项

式 )12+3 混沌系统 0文献［(］在每个方程中加上三次

非线性交叉乘积项，构造了一个新的四维自治混沌

系统 0文献［!%］构建了一类关联且有多种切换方式

的四维超混沌系统 0 文献［!!］利用 )*+,*-./ 定理比

较严谨地证明了改进的 4.@3,J 系统 )12+3 混沌的存

在性 0
本文考虑具有自动频率跟踪功能的电磁振动机

械（见图 ! 和图 "）0
此系统的数学模型为

图 ! 电磁振动给料机的力学模型

图 " 电路部分
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其中 !，% 分别表示 #! 位移和 #" 相对 #! 的位移，

#!，#" 表示系统质量，$ 和 " 为主振簧的刚度和阻

尼，$!%和 "!% 为隔振簧的刚度与阻尼 0 & 为电磁力，

(! 为磁电式速度传感器线圈，(" 为电磁铁绕组 0 !’

和 !% 分别是放大器的输入和输出电压，’ M"’ L#’，"’
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为绕 组 的 直 流 电 流，!! 为 绕 组 的 交 流 电 流 !! "

"# "#$

% ，"# 为空气磁导率，" 为磁路横截面积，# 为

绕组的匝数，#为原始气隙、平均相对位移和相对振

动位移之和 !
由文献［&$］可知，考虑绕组的直流输出电压、交

流输出电压，要求交流输出电压与相对振动速度的

频率相同而相位相反 !再考虑负载绕组 $$ 中流过电

流时会产生反电势 %，并令 && " ’，&$ " ’·，&’ " (，&%

" (·，&( "
!!
#

，重新改写（&）式如下：
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其中 )& "
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，)(，)+，%$ 为与 ! 有关的系数，%’ 为与!有关的

系数，)’，)* 为与 *，! 和交流输出电压幅值有关的

系数 !
对于电磁振动机械，)& 与$)&，)$ 与$)$ 相比

通常要小两个数量级左右，文献［&$］忽略 )& 和 )$

诸项，得到该类机电耦合系统的无量纲状态方程为

-·

&·

.









·

"

# & #
) ,& ) ,$ ) ,’
# ) ,( ) ,









*











-
&
.

,

#
) ,% .$

) ,+ -& ) ,-









-.

， （$）

其中 ,$ . #，,’ . #，,% . #，,* . #，,+ . #，,- . #，,&"
#，,( 可取任意值 !

文献［&$］应用中心流形定理和规范形理论讨论

了系统（$）的 /012 分岔，利用实测值验证了忽略 )&

和 )$ 诸项的正确性以及计算方法的有效性 ! 但是，

文献［&$］没有进一步展示系统（$）的其他丰富的动

力学特性 !本文利用 34564708 定理比较严谨地证明了

系统（$）存在 39:5; 混沌，并利用数值模拟得到了该

类机电耦合系统的二维、三维混沌图、<=:10608 指数

谱和 <=:10608 维数，进一步验证了该系统 39:5; 混

沌的存在性 !

$ !平衡点分析

由非线性动力学理论知

&）当 ,$’ ,- , %,& ,* > # 时，系统（$）只有一个平衡

点 /#（#，#，#）；

$）当 ,$’ ,- , %,& ,* " # 时，系统（$）有两个平衡点

/#（#，#，#），/& )
,*
,-

，#，)
,’
$,( )

%
；

’）当 ,$’ ,- , %,& ,* . #，时，系统（$）有三个平衡

点 /#（#，#，#），
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本文只考虑平衡点（#，#，#）（平衡点不是（#，#，

#）时，可作相应的线性变换，使得变换后的系统平衡

点为（#，#，#），然后作类似讨论），其 ?:@0A4:6 矩阵为

0 "
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其特征方程为

%’ , 1&%$ , 1$% , 1’ " #， （%）

其中 1& " ,$ , ,*，1$ " ,& ) ,’ ,( , ,$ ,*，1’ " ,& ,* !令
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’ ，（%）式变形为
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满足，特征方程（%）有一个实根’，一对共轭复根(
B 4)，且’> #，(. #，C’C .(. #!

’ !混沌运动

引理 （34564708 定理）［(，*，&’］设
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!!
! " " #（!）， （#）

其中 "!$，!!$$ 且设 #（!%）" %，令 % " &#（!%）是

#（ !）在 平 衡 点 !% 的 &’()*+’, 矩 阵，% 满 足 以 下

条件：

-）% 有三个特征根：!，" . +#，其中! / %，" 0
%，1!1 0"，!，"，#!$ 2

3）存在一条通过平衡点 !% 的同宿轨道 2

则系统（#）存在 45’67 马蹄混沌 2
定理 ! 若（8）式满足，则系统（3）存在 45’67 马

蹄混沌 2
证明 由第二部分讨论可知，若（8）式满足，系

统（3）在（%，%，%）的 &’()*+’, 矩阵 % 的特征方程有一

个实根!，两个共轭复根". +#，且!/ %，"0 %，1!1
0"0 %，2 下面利用微分方程组级数解方法求系统

（3）过（%，%，%）的同宿轨道 2
首先讨论过（%，%，%）的正向时间轨道 2因考虑的

同宿轨道过（%，%，%），可令
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为系统（3）级数解，其中 )( ，-( ，-( 是待定系数，!为

（<）式的负实根 2把（;）式代入（3）式，比较系数可得
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因 !7?（!. = %）" %，（>）式有非 % 解（ )-，+-，-- ），且

)-，+-，-- 可被一个任意参数$表示出来 2类似可以

得出
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确定 2故（;）—（-%）式确定了系统（3）的级数解 ’（ "），

*（ "），,（ "）2
其次，考虑过（%，%，%）的反向时间轨道 2 令% "

= "（ " 0 %），系统（3）变为
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其中 ’A " !’
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为系统（--）的级数解，其中 )A( ，+A( ，-A( 是待定系数，

&是待定负实数 2 把（-3）式代入（--）式，比较系数

可得
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观察（>）式，（@）式，可取& "!（!为（<）式的负实

根）2此时（-$）式有非 % 解（ )A- ，+A- ，-A- ），且 )A- ，+A- ，

-A- 可被一个任意参数’表示出来，（)A( ，+A( ，-A( ）（ (
0 -）可由

)A(
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确定 !
故系统（"）的同宿轨道可表示如下：
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其中"，#由!
$ %

# # &
$# # !

$ %

# # &
$)# 决定 !

由引理可知，定理 & 成立 !

, !混沌运动的数值计算

当各参数取值为 )" # (-.，)/ # &，), # (-&，)0

# &-&，)1 # &，)2 # &-"，)& # (-.，). # (-22，该机电

耦合系统（"）满足定理 &，故存在 34564789 型的 3:;5’
混沌 ! 图 /（;）—/（<）为系统（"）在不同相平面的相

轨迹图和变量 !，%，’ 随时间演化的数值仿真结果 !
图 /（;）—/（=）显示了系统（"）存在两个吸引子，并

且在两个吸引子之间发生跳跃 ! 图 /（>）—/（<）反映

了变量 !，%，’ 随时间的演化，发生不规则的跳跃 !
图 , 为 系 统（"）在 三 维 空 间 的 相 轨 迹 图 ! 利 用

?;@A’:;@4=; 编程［&,］绘制出系统（"）在上述参数下

的 BC;DE689 指数谱，如图 . ! BC;DE689 指数是$& #
(-("(F,(2，$" # (-(("/,.1,，$/ # * &-.&/"&，BC;DE689

维数是 (B # "-(&./F !此时!
/

* # &
$* # * &-,2FF"/,0 +

(，系统（"）是非发散系统 ! GH’I8J4 在 &F2/ 年证明了

在一个系统（非发散）的所有 BC;DE689 指数中，只要

出现正值，系统是混沌的［&.，&0］! 故系统（"）在上述参

数下表现出混沌性态 ! 由 BC;DE689 维数 " + (B #
"-(&./F + / 进一步验证了系统（"）在上述参数下表

现出混沌性态 !

图 / （;）!+% 平面投影；（I）!+’ 平面投影；（=）%+’ 平面投影；（>）变量 ! 随时间的演化；（’）变量 % 随时间的演化；（<）变量 ’ 随时间的演化
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图 ! !，"，# 的三维图

图 " #$%&’()*（#+,-）指数谱

" . 结 论

在文献［/0］所建立机电耦合系统的无量纲方程

基础 上，讨 论 了 该 系 统 存 在 的 混 沌 特 性 . 利 用

123(24)* 定理比较严谨地证明了该系统存在 15%36 混

沌，给出了发生混沌的系统参数所满足的条件，并利

用数值模拟确认了理论的有效性 .本文研究的模型

是具有自动频率跟踪功能电磁振动给料机的无量纲

数学模型，对机械系统的设计有一定的指导作用，可

为设计制作具有混沌运动特征的运动机械提供理论

参考，并对研究 123(24)* 型的 15%36 混沌系统的理论

研究也有一定的促进作用 .
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