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推导了 *+,-./01+,234,56（*1）不稳定性二次谐波产生的理论公式，利用该公式得到的二次谐波增长的弱非线性
结果与 789:;0<程序的模拟结果符合 =二维模拟定出了 *1不稳定性单模非线性增长的阈值 =
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!国家自然科学基金（批准号：!%(’>%!!和 !%(’(!#’）和国家重点基础研究发展计划（)’#）项目（批准号："%%’?@&!>!%%）资助的课题 =

$ 通讯联系人 = :02A.,：B+ C D+/3EAF .AGH2= AH= H/

! I 引 言

当两种流体的交界面出现切向速度间断时，流

体界面是不稳定的，产生 *+,-./01+,234,56（*1）不稳
定性［!］= *1不稳定性出现在许多自然现象中，如由
风所引起的水面波，波状云，射流液体的珠化和雾化

等 =*1不稳定性在惯性约束聚变（J?K）、超新星爆炸
和星系演化、L0G./H3 内爆、大气和海洋混合层、晶体
生长等方面有重要作用 = 9AB,+.M30NAB,4O（9N）或
9.H352B+O0P+Q3R4-（9P）不稳定性发展后期，在尖顶
头部，轻、重流体沿表面的速度差增大，*1不稳定
性被激发，形成翻滚的“蘑菇”形状结构，之后“蘑菇”

状破碎，形成小尺度混合 = *1不稳定性的出现加重
了 9N或 9P不稳定性后期的非线性发展，大量的小
尺度结构被激发，加剧了界面附近流体块团的混合

过程 = *1不稳定性还是产生湍流混合的主要物理
过程 =文献［"—(］总结和讨论了这方面的很多工作 =
本文给出了 *1不稳定性二次谐波产生的弱非

线性理论结果，并与二维数值模拟结果进行了比较，

数值模拟讨论了初始单模扰动情况 *1不稳定性的
非线性阈值问题 =

" I 二维 *1不稳定性的二次谐波理论

在两层不可压缩流体的界面 !（ !，"）S % 上［>］

压力相等条件为
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其中!$ 为密度，"$ 为速度势，#$（ "）为仅依赖时间 "
的任意函数，界面一侧的量以下标“!”表示，另一侧
以下标“"”表示 =
法向速度连续条件为
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考虑两层流体各有一个沿 % 方向的有限速度
&（%）$（ $ S !，"），并忽略有势场 =这样速度势可以写为

"$ S &（%）$ ’ T#$（’，"）， （#）
这里#$ 是扰动速度势 =
在界面 ( S %上将#$ 展开，并代入边界条件（!）

和（"），得
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将扰动速度势"% 及界面位置!（ "，!）按小量$展
开，即
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代入（(）式，比较同级量，得
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二级量：$ ! #上有

!
（&）
! ! " #（#）$ !

（&）
" ""

（$）
$"!
（$）
" %"

（&）
$$ %"

（&）
$$$!
（$） ! " #（#）& !

（&）
" ""

（$）
&"!
（$）
" %"

（&）
&$ %"

（&）
&$$!
（$），

#$ "
（&）
$ ! %"

（$）
$ !$!
（$） % #（#）$ "

（&）
$" % #（#）$ "

（$）
$"$!
（$） % $

&（#（$）&$" %"
（$）&
$${ }）

!#& "
（&）
& ! %"

（$）
& !$!
（$） % #（#）& "

（&）
&" % #（#）& "

（$）
&"$!
（$） % $

&（#（$）&&" %"
（$）&
&${ }） ’ （,）

各阶"% 都满足 -./0.12方程 ’
设初始条件为
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一阶近似解给出
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一阶近似解结果表明：初始单模扰动振幅随时

间指数增长，由于存在相因子&!，界面形状在速度
剪切方向随时间产生波动，这点与 9:不稳定性很
不同 ’
以一阶近似解代入二阶量所满足的边界条件，

即在 $ ! #上有
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#!，#%，%!，%% 是二次谐波（%" " " & "）的线性增长幅
度系数，!) 是二次谐波（)" " " # "）的模耦合增长
幅度，!!，!%，&!，&% 是二次谐波（%" " " & "）的模耦
合增长幅度系数 *

$ + 数值模拟

数值模拟使用非均匀和活动网格的计算程序

,-./012［(］，流体计算采用六阶相位误差的 34561
7899:;<:=1>9?@AB89<（37>）算法［C］，在均匀网格区达二
阶精度 *在界面附近密分网格，密分网格区两边的网
格逐渐放大 *用 ,-./012程序计算了线性和非线性
.D不稳定性、经典和烧蚀 .>不稳定性［E—!)］，计算
结果和线性理论、国外的实验结果和数值模拟结果

符合得很好 *

!"#" 线性部分

为验证 ,-./012程序计算 FG不稳定性的可靠
性，我们首先计算 FG不稳定性的线性增长率 *计算
条件为&! " !+) H·;I# $，&% " )+! H·;I#$，’! "
%+) ;I·!A

# !，’% " # %+) ;I·!A
# !，扰动波长’ "

J)!I*

线性理论给出 K$ K " !
%$)（:"( & :#"(），其中$)

是初始扰动振幅，K$K是 ( 时刻的基模振幅，"是线
性增长率，只要知道任何两个时刻的基模振幅就能

得到增长率"*在小扰动阶段我们选择不同时刻的
基模振幅来计算"，计算结果见表 !，增长率是通过

求解括号里两个不同时刻基模振幅的方程组得

到的 *
表 ! 不同时刻的基模振幅

编号 时刻 ( L@A 基模振幅 K$K L!I 增长率"L@A# !

# )+J$EJ )+$$)C （#，)）!+E)C%

$ )+’%’’ )+$C%E （$，*）!+CM!)

% )+(!%C )+J%)( （%，+）!+CC(C

, )+C))) )+JCMC （,，-）!+CJJJ

) )+CEC$ )+’’)(

* )+ECJ$ )+($)E

+ )+M(!$ )+C%JE

- !+)’)) )+E$$J

FG不稳定性线性增长经典公式为

"; " %"
’

K ’! # ’% K
&! &&%

&!&! %，

代入计算条件得"; " !+E)($ @A# !，表 !计算得到的
增长率的平均值为"" " !+CE))，模拟值小于理论值，
相对误差为 )+)!J *
线性理论与数值计算结果的比较，表明了模拟

程序的可靠性 *对不可压流体绝热指数"应该取为
无穷大，但这无法计算，模拟中用增大"的办法来
近似流体的不可压缩性，本文的计算中"取为 !) *"
值的有限，界面垂直方向和平行方向计算网格有限，

都会导致增长率的下降 *

!"$" 二次谐波产生

模拟条件为&! " !+) H·;I# $，&% " )+! H·;I# $，

’! " %+) ;I·!A
# !，’% " # %+) ;I·!A

# !，扰动波长’
" J)!I*图 !给出了基模和二次谐波振幅随时间的
变化，图中纵坐标（振幅）取的是自然对数坐标 *
由图 !可以看出，在前一阶段（)—!+) @A），也就

是小扰动阶段，基模振幅随时间按指数变化，即扰动

随时间线性增加，线性理论在这个阶段是成立的，线

性理论能很好的刻画扰动的发展 * 在中间阶段
（!+)—%+! @A），随着时间的延长，基模振幅增长减
缓，扰动越来越偏离线性增长，基模出现非线性饱

和，二次谐波有较大的发展，这一时期正是低阶谐波

产生的时期，线性理论在这个阶段不再成立，弱非线

性理论可以描绘扰动的发展 *后一阶段（%+! @A 以
后），二次谐波迅速发展，其振幅和基模振幅相当，甚

至超过基模振幅，微扰理论不再适用，扰动进入强非

线性阶段 *中间阶段基模增长率下降的原因是，二次
谐波相位和基模相反，对增长率起负反馈作用，二次
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谐波的增长导致基模增长变慢 !

图 " 基模和二次谐波随时间的变化

第二节得到的!
（#）的表达式过于复杂，为了便

于检验我们的理论，这里仅取 $#"!项而忽略其他较

小的项，得
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" ’ #! #
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""

#[ ]
"

$#"!，

则二次谐波振幅为 1!
（#） 1 %!

#
& "#

" ’ #! #
" $#"!，同样

!
（"）只取 $"!项，即!

（"）% "
#!& .2(（$% +#!）$"!，则基模

振幅为 1!
（"）1 % "

#!& $"! !代入计算条件并利用第二

节得到的 "" 和 #" 表达式，得到二次谐波振幅为

1!
（#）1 % &3&#!

#
& $#"!，则二次谐波振幅与基模振幅平

方的比值为 1!
（#）1 4 1!

（"）1 # % &3&5，对于 67 不稳定

性［""］有 1!
（#）1 % "

# $ 1!
（"）1 #，则 1!

（#）1 4 1!
（"）1 # % $

#，

代入计算条件得 1!
（#）1 4 1!

（"）1 # % &3&89 ! :;不稳定
性和 67不稳定性在这一点上是很相似的 !在弱非
线性区我们取了不同时刻的基模和二次谐波振幅，

并计算了 1!
（#）1 4 1!

（"）1 #，结果在表 #中给出 !
表 #计算的 1!

（#）1 4 1!
（"）1 # 的平均值为 &3&88#5，

弱非线性理论值为 &3&5，模拟值小于理论值，相对
误差为 &3&<= !数值模拟中有限的计算网格数和绝
热指数"等会导致弱非线性理论结果与数值模拟
结果产生偏差 !总体来说，我们的弱非线性理论结果
和模拟结果是符合的 !

表 # 不同时刻的基模和二次谐波振幅

时间 ! 4*( 基模振幅 1!
（"）1 4!> 二次谐波振幅 1!

（#）1 4!> 1!
（#）1 4 1!

（"）1 #

&358=< &3?<&85 &3&<&<9 &3&8?<9

"3&=5< &35<<== &3&@<<@ &3&8?5

"3#"9< "3&55@? &3&9"@8 &3&88#5

"3<59< "3=&885 &3"@"5< &3&8??"

"3@@#< "385&&& &3#@"<< &3&89<#

= 3 非线性阈值的讨论

习惯上定义基模增长偏离线性增长 "&A处的
基模振幅为非线性阈值!( !为了确定非线性阈值，
我们做了图 #，计算条件与第二节和第三节相同 !由
图 #可以看出在 ! % "38=!(时，基模振幅理论预言
为 #3@5!>，模拟为 #3<&!>，此时基模增长偏离线性
增长已达 "&A，这时二次谐波的振幅为 &3@?!>!由
于扰动波长为 =&!>，则初始单模情况下 :;不稳定
性的非线性增长阈值为 &3&?$，二次谐波的振幅为
基模振幅的 #=A !对于 67不稳定性，基模增长偏离
线性增长 "&A时，基模振幅为 &3"$，二次谐波的振
幅为基模的 <&A［"#］!可见 :;不稳定性的非线性增

长阈值小于 67不稳定性，而且二次谐波的增长也
小于 67不稳定性 !

图 # 扰动振幅随时间的变化（"为线性理论结果，#为模拟结果）
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!" 结 论

本文给出了 #$不稳定性二次谐波产生的理论
模型，利用这个模型研究了初始单模扰动情况下

#$不稳定性的二次谐波产生问题 %二次谐波增长

的弱非线性结果与 &’()*+, 程序的模拟结果较好
符合，这说明我们建立的模型是可信的，&’()*+,程
序在计算 #$不稳定性方面是可靠的 %用二维模拟
讨论了单模非线性增长的阈值问题，模拟定出的不

稳定性界面扰动振幅的非线性阈值为 -"-.!，小于
(/不稳定性 %
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