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研究了离散时空的 ()*+,-.// 宇宙的几何结构，证明了形成 ()*+,-.// 宇宙的尘埃物质并不分布在 ()*+,-.// 时

空点上，导出了在 ()*+,-.// 宇宙中的试验粒子的测地运动方程，并揭示了 ()*+,-.// 宇宙中的时钟和频移效应 0
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# 4 离散时空的 ()*+,-.// 宇宙解及其

时空结构

在文献［#］中给出了一个由尘埃粒子所形成的

离 散 时 空 的 ()*+,-.// 宇 宙 的 解 0 离 散 时 空 的

()*+,-.// 宇宙的度规为
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这里，’ "
"6 %*

* ，* 为 尘 埃 粒 子 的 质 量，%* 为

()*+,-.// 宇宙的质量，’ 为 ()*+,-.// 宇宙的尘埃

粒子数，) 为标度系数，#& 为零或满足 )#?! @ A#& A

&) 7 #?!，"6’ 7 #0

可知，当 #7
5
"
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" 时，有 $5"
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#，这时（#）式表示一个

三维常曲率空间：
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对（2）式作极坐标到笛卡儿坐标的变换：
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（$）—（’）式显示，一个三维常曲率空间可以表

示为四维 BC;D*, 空间中的一个三维超球面 0 由于三

维超球面具有四维笛卡儿坐标 +5 的线性变换的对

称性，因此离散时空的 ()*+,-.// 宇宙在空间上是对

称亦即均匀和各向同性的 0又注意到在（’）式中 %7
5
为

+5 2 的函数，而 +5 2 的取值范围为 7&
5 #?!’ +5 2’&

5 7 #?!

并有 %7
5
（+2）"

"6
%7
5
（ 7 +2），于是在任一给定的坐标系中

可将一个三维超球面分解为彼此对称的两个部分空

间，使其分别对应于 "’ +5 2’&
5 7 #?! 和 7&

5 7 #?!’ +5 2’
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! 且在 !"
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$# " %&’和 %# ( !
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! 的一个二维球面上相

互连接 )

考虑到在（%）—（*）式中尺度因子 &# 作为宇宙时

’"
#
的准周期函数，知 +,-./0122 宇宙的三维超球面的

结构将随着宇宙时而作共形的准周期变化 ) 可求得

其准周期为!&"$ )

’ 3 尘埃物质的等效时空性质

注意到在离散时空的 +,-./0122 宇宙解中尘埃

物质的能量密度!
# 是独立于空间坐标的 )虽然（%）—

（*）式满足有源的 4-256.-2 场方程，但这并不意味着

尘埃物质是分布在 +,-./0122 时空点上的 ) 事实上，

考虑到 +,-./0122 宇宙的空间对称性亦即均匀和各

向同性，同时 +,-./0122 坐标又是尘埃物质的共动坐

标，于是，如果尘埃物质分布在 +,-./0122 时空点上，

则在共动坐标系中必是均匀的而且处于静止的状

态，从而在相关的线元 / (# ’ 中，必有 / !"
#
!
"$
!，/"
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!
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和 /#
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!（ "$# " %）），因此尘埃粒子必须是一个 "$

阶等价意义上的零尺度的粒子 ) 这与尘埃粒子具有

球结构相矛盾 )其实，在文献［’］中我们已经说明了

尘埃物质是无坐标的，它的存在对应于时空的离散

化并在结构上表示为一个具有尺度为 78129: 长度的

无内部坐标的平直球 ) 因此在由尘埃粒子集合所形

成的离散时空的 +,-./0122 宇宙的坐标点上是不存

在尘埃物质分布的 )
接着，讨论尘埃物质与 +,-./0122 时空几何的关

系 )考虑 +,-./0122 宇宙的一个方程［*］
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其中，$* 为尘埃物质的质量，!
# 为尘埃物质的质量密

度，+# 为一个共形变化的平直三维球的体积，而 !# 为

它的半径 )

基于（%’）式所显示的!
# 和$* 之间的关系，可以

认为尘埃物质是等效地分布在一个共形变化的平直

* 维球上的 )实际上，从上节中所提到的四维 4>98-/

空间来看，对应于 !#!
"$
!"
#
（!）!
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## 和 %( !

"$
! 的二维球

面可以定义一个半径为 ## 的平直三维球使其与（?）

式所示的 +,-./0122 宇宙解中的三维超球面相互正

交，并在考虑了尺度因子之后可以通过（%’）式而由

共形变化的平直三维球的体积来联系尘埃物质的质

量$* 和质量密度!
# )当然，4-256.-2 方程所描述的是

% ; * 维的时空几何，故在 +,-./0122 宇宙解中只是

包含了三维超球面上的空间坐标，而没有包含这个

平直三维球中的空间坐标 )因此，这个共形变化的平

直三维球只是一个等效的尘埃球 )与此相应，尘埃物

质的质量密度也只是一个等效的质量密度 ) 再考虑

到空间的对称性，可知 +,-./0122 宇宙中任一等效半

径为 ## &# 的球面都可以当作这样一个等效地包含了

全部尘埃物质的无内部坐标的尘埃球的表面 )
继而，仿照尘埃粒子解的情况［(］，对上述等效尘

埃 球 的 表 面（ !"
#
!
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## ）作 +,-./0122 坐 标 到
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由此，可以得到一种特殊形式的 @9AB1,C59A-8/ 度规
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这个结果意味着，一个等效尘埃球的表面时空

可以映射为一个特殊形式的 -./0123)./4*# 时空 , 当

然，由于 -./0123)./4*# 时空满足无源的 5*+)67*+ 场方

程，故在其时空点上并不存在着尘埃物质的分布 ,再
考虑到 82*7#91++ 宇宙中的任一空间点都可以映射

到一个具有等效半径为 %$ &$ 的等效尘埃球面上 , 因

此，在离散时空的 82*7#91++ 宇宙中的任何时空点上

都不存在着尘埃物质的分布 ,

: ; 等效尘埃球面几何

以下基于（%’）式来讨论等效尘埃球面的几何性

质 ,首先，在（%’）式中，" # "$ %

%#"$ & "$ " ’
是类时的，它描

述了这种 -./0123)./4*# 几何中与时间特性相关的部

分 ,而
%#"$
"$( )" ’ # ’$ % 和 "$ %（##!% ( )*+%#!##"%）都是类

空的，其所对应的是这种几何中与空间特性相关的

部分，且由于 ’$!
!!
<，因而是一个二维的球面 , 注意

到，这里的球径坐标 "$ 既表示时间又表示空间 ,也就

是说，任一宇宙时 ’"
$

都映射为一个 "$ 值，而任一 "$ 值

又对应于一个等效尘埃物质球的半径 ,正是这样，这

种 -./0123)./4*# 几何便对应于一个变化着的等效尘

埃球面 ,并且，由于 < = "$ = %$ ，故当 "$ 沿 < 到 %$ 方向

变化时，就相应于等效尘埃球的膨胀；而当 "$ 沿 %$ 到

< 方向变化时，则相应于等效尘埃球的收缩 ,
考虑到在（%’）式中坐标 "$ 可以作双向的变化，

这与通常意义的时间变化的单向性是不一致的 , 为

了得到单向变化的时间，我们对 -./0123)./4*# 坐标

作 >2?)@14 变换［A］：
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其中，" ’ = )$ = ’，且当 "$ 沿 < 到 %$ 方向变化时，)$ 沿

" ’ 到 < 方向变化，而当 "$ 沿 %$ 到 < 方向变化时，)$

沿 < 到 ’ 方向变化 ,于是，)$ 沿 " ’ 到 ’ 方向的变化

便对应于等效尘埃球的膨胀和收缩的一个准周期 ,

利用（%C）和（%A）式还可将（%’）式化为
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其中!&%, 就是离散时空的 82*7#91++ 宇宙解的准

周期 ,

C ; 在离散时空的 82*7#91++ 宇宙中的

测地运动

考虑一个试验粒子在 82*7#91++ 宇宙中的测地

运动 ,这里的试验粒子可以是尘埃粒子、零质量的光

子或非尘埃有质粒子 , 由 82*7#91++ 宇宙的对称性，

试验 粒 子 的 测 地 线 必 位 于 在 任 何 时 刻 都 能 够 将

82*7#91++ 宇宙分割为两个对称部分的一个共形变

化的等效尘埃球的表面上或其相应的 -./0123)./4*#
时空中 , 再由 -./0123)./4*# 时空的对称性并为了形

式简单起见，可以取合适的坐标系使其位于#!!
!!

!&%
的赤道面上 ,由此可将（%’）式化为
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鉴于 82*7#91++ 坐标为尘埃物质的共动坐标，于

是对于尘埃粒子有 ##"!
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<，从而（%E）式化为

#&-% !
!!

" # "$ %

%#"$ & "$ " ’
, （%H）

而对于光子则有

#&-% !
!!

" # "$ %

%#"$ & "$ " ’
( "$ % ##"% !

!!
<，

由此解得

#"!
!!

B %12.)*+
"$

%#"% $
(#"< , （:<）

由（:<）式可知，在近似的意义上，当 "$ 从 < 到

%#"$ 再 回 到 < 时，#" 共 变 化 了 %!, 这 意 味 着 在

82*7#91++ 宇宙的一个准周期中，光子沿着其中的一

个共形变化的圆周传播了一周而回到起点 ,
至 于 非 尘 埃 有 质 粒 子，基 于 离 散 时 空 的

82*7#91++ 宇宙在空间上的对称性及其在时间上的

准周期变化的特性，可以假定这类粒子具有空间对
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称的初始条件并作准周期的测地运动 ! 同时考虑到

有质粒子的运动速度必须小于光速而对光速以下的

速度则没有任何给定的限制，可在（"#）式中取!!为

!$ 的函数，并设其具有如下的简单形式：
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"$#% 时，有 &% 2 & 2 1 ) ! 同时，由（(）和（)3）式并考
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"
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而 $4 "(
) 为零或一个无理数［)］，可知在 "% 阶等价的意

义下，除 & 之外在"
$ 的所有的取值中将不会出现!

的有理数倍数的情况 ! 因此，在（("）式中便排除了

!$"
"%
$#%从而 & "

"%
) 的情况 !也就是说，有质粒子的测

地运动一定是亚光速的 !
可求出有质粒子测地运动的加速度的大小为
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可见当 !$ 1 $#%（ !$ 5 $#%）时，有 &·5 &（ &·1 &）!

6 7 在 89:;+<=>> 宇宙中的时钟效应

设 + *-
$
. 为共动坐标系中给定空间坐标点处的

时间微分，+ *-
$
? 为连结于测地运动有质粒子的坐标

系中给定空间坐标点处的时间微分，而 + *-
$
& 为一个

与引力和运动状态无关的不随时间而变化的时间微

分 !则基于观测量的理论［@］，由（)）和（"）式可求出
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（(6）式表示随动于测地运动的有质粒子的观测

者的时间微分 !而（(@）式则表示了时间尺度的演化 !
其在一个 89:;+<=>> 宇宙的准周期中的演化曲线的

连续近似如图 ) 所示 ! 可知，在该曲线中有 4 个极

小点：
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以及 ( 个极大点：
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考虑到"
$"

"% $4 "(!
) ，而 $4 "(!

) 为零或一个无理数，可

知这些极值点只是具有不同变化特性的线段之间的

分隔点，除了"
$

( 之外，在实际的离散曲线上是不存

在的 !

图 ) 连续近似的时间尺度演化曲线

@7 在 89:;+<=>> 宇宙中的频移效应

设在关联于有质粒子 "（ " "
"%

$，%）的局域坐标系

中的静止光源所发出的光的周期、频率和波长分别

为" *-
$

." ，&" 和&" !可认为在" *-
$

." 的时间间隔内宇宙

解的参数近似不变并表示为"
$

" !于是由（(6）式可得
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$
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$
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这里，当 $ !
"$
.、$ / . 或 $ 0 . 时，分别为无频

移、红移或紫移 , 可知，当$
"
"

位于（$
"
1，$

"
* ）区间中

且足够大时，则对于任意的$
"
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"
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"
1 均有 $ / .
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! 的减小而由小到大变化 ,当然，这里所

谓的频移关系仅仅是关联于两个有质粒子的局域坐

标系中的静止光源之间的频率关系 ,如果考虑到两

个有质粒子!与"之间相对运动的方向及其所引起

的光波传播的多普勒效应，则由随动于有质粒子"
的观测者所测得的随动于有质粒子!的光源所发出

的光的红移与（*-）式相比将有一个增量 ,并且，当两

者相背运动时，所测得的红移将较大；而当两者相

向运动时，所测得的红移将较小 ,

2 3 结 论

由尘埃粒子所形成的 456789:;; 宇宙具有空间

上的均匀和各向同性并随着宇宙时作准周期的共形

变化 ,尘埃物质是无坐标的，它的存在对应于时空的

离散化，使得在 456789:;; 宇宙的时空点上并不存在

尘埃物质分布 , 无论任何时刻在空间上都可以把

456789:;;宇宙表示为四维 <=’>68 空间中的一个三

维超球面，在该三维超球面上的任一具有最大面积

的二维球面都可以将其分割为彼此对称的两个部

分 ,可以认为形成 456789:;; 宇宙的全部的尘埃物质

等价地存在于由任一这样的二维球面所包围的无内

部坐标的且与三维超球面正交的三维球之中 ,任一

这样的二维球面随着宇宙时作准周期的共形变化并

形成了一种 ?’@A:5B)’@>68 时空 ,
由于 456789:;; 坐标是尘埃粒子的共动坐标，因

此尘埃粒子在 456789:;; 坐标系中是静止的 ,尘埃粒

子的集合自然地成为一种特殊的参考系 ,时空的对

称性决定了任一测地运动的试验粒子必定位于某一

共形 变 化 的 等 效 尘 埃 球 的 表 面 上 或 其 相 应 的

?’@A:5B)’@>68 时空中 ,而在该等效尘埃球的表面上则

必位于某一具有最大半径的圆周上 ,零质量的光子

具有固定的运动速率即光速，并且在 456789:;; 宇宙

的一个准周期中沿着一个共形变化的圆周传播了一

周而回到起点 , 而非尘埃有质粒子的测地运动在

456789:;; 宇宙的一个准周期中则完成了一次往返

而回到起点，且在任一单向运动的过程中取遍了 .
和 % 之间的所有可能的速率 ,所有的非尘埃有质粒

子的测地运动有着相同的瞬时速率，并在联结于这

种粒子的局域参考系上形成了统一的时间尺度 ,
联结于非尘埃有质粒子的局域参考系上的时间

尺度的变化产生了时钟和频移效应 ,诚然，由于共形

变化的原因，在任一局域参考系上的观测者不能测

量出自身参照系上的时间尺度或静止光源频率的变

化，而在不同局域参考系之间的时钟和频移效应则

是可测量的 ,
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