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提出了一种严格求解任意自旋( ! 算子幺正演化矩阵的方法，该方法不同于群论的方法和直接计算的方法，是

一种间接的算法 )方法的核心是利用两个系统表示的等价性：即自旋( ! 算子 *+,-./01-+1 量 #! 2 $% 与 *3-4315367 &&

开链带相互作用 ’( 2 (（) 8 (" ）的 *+,-./01-+1 量的等价性，由于存在这种等价性，自旋( ! 算子幺正演化矩阵的计

算可通过 *3-4315367 && 开链中态的演化来实现 )采用该方法计算了 ! 2 9:&，! 2 & 和 ! 2 ;:& 时对应的幺正演化矩

阵 )由于初始态 !*〉在算子 38 -"$% 下的演化实质上相当于对态 !*〉进行一个绕 % 轴转角为!2 " 的转动，演化矩阵

元 +!*’*（ "）2〈 !*< 38 -"$% !*〉就是转动后的态 38 -"$% !*〉在 !*< 〉态上的投影值，所以在 " 2!时刻的演化矩阵刚好

对应 *3-4315367 && 开链上量子态的理想传输 )
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# F 引 言

在量子力学中，体系微观状态随时间的演化规

律遵守薛定谔方程，且对于 *+,-./01-+1 量不显含时

间的情形，体系能量为守恒量，任意时刻体系的状态

可以表示为

"（ "）〉2 ,（ "）"（$）〉，

其中 "（$）〉为系统初始时刻的状态，,（ "）2 38 -"# 是

描述 量 子 态 随 时 间 演 化 的 算 符 ) 在 能 量 表 象 中，

,（ "）可以表示为矩阵形式，称之为演化矩阵 ) 演化

矩阵元的模方代表某一时刻系统从初态演化到相应

末态的概率 )演化矩阵的求解不仅是基本量子力学

中的一个重要问题，而且在量子通信和量子计算领

域也会遇到求解演化矩阵的问题［#—9］)
任意自旋粒子的量子特性是人们极为关注的一

个热门话题［’—##］，对其幺正演化矩阵的推导一般需

要专门的群论知识或其他较高深的数学工具［#&，#9］，

很不容易理解 )采用级数展开的方式比较好懂，但只

能严格求解 ! 2 #:& 和 ! 2 # 的情形 )本文提出了一

种利用 *+,-./01-+1 量等价性严格求解任意自旋( !
算子幺正演化矩阵的方法，该方法通过比较在空

间 !*〉（* 2 8 !，8 ! G #，⋯，!）中 *+,-./01-+1 量 #!

2 $% 与在空间 (〉2#G
( $〉#)（( 2 #，&，⋯，)）中相

互作用 ’( 2 (（) 8 (" ）时对应 *+,-./01-+1 量 #%% 2

$
) 8 #

( 2 #
’(（#

%
(#%

(G # G#-
(#-

(G # ）:’ 的等价性，将自旋( ! 算子

幺正演化矩阵的求解转化为由 & ! G # 个自旋( #:& 粒

子组成的 *3-4315367 && 开链中量子态 (〉的时间演

化矩阵的求解 )该方法的优点是简捷易懂，并且可以

严格求解任意自旋( ! 算子的幺正演化矩阵 )

& F *+,-./01-+1 量的等价性

对自旋( ! 算子，其幺正演化矩阵元可表示为

+!
*<*（ "）2〈 !*< 38 -"$% !*〉，+!

*<*（ "）模的平方代表某

一时刻系统从初态 !*〉演化到末态 !*<〉的概率 )
在 !*〉张开的 & ! G # 维 *-.536/ 空间 $* 中，

*+,-./01-+1 量 #! 2 $% 对应的表示矩阵元为

.!
*<* 2〈 !*< #! !*〉2〈 !*< $% !*〉
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!
（! " "）（! # " # $! ）%& （"’ ! " # $），

（! # "）（! " " # $! ）%& （"’ ! " " $），

( （"’ " " ) $
{

），

（$）

其中利用了关系

# ) !"〉! （ !# "）（ ! ) " # $! ） !，" ) $〉

和

#$ !（# # # # " ）%& *
另一方面，在 %〉!!#

% (〉$&（ % ! $，&，⋯，&）

张开的 & 维 +,-./01 子空间 #% 中，+23,-145,25 量 ’$$

! %
& " $

% ! $
(%（!

$
%!$

%# $ #!
)
%!)

%# $）%6 对应的表示矩阵元为

*$$
%’% !〈%’ ’$$ %〉

!〈%’ %
&"$

% ! $

$
6 (%（!

$
%!$

%#$ #!)
%!)

%#$） %〉

!

(% %& （%’ ! % # $），

(%"$ %& （%’ ! % " $），

( （%’ " % ) $
{

），

（&）

其中 (% ! %（& " %! ）*
若系统初始态为 %〉（ !"〉），则任一时刻系统

量子态的动力学行为完全由空间 #%（ #" ）中初态的

时间演化决定，所以若取 & ! & ! # $，并把 %〉与 "
! "（& " $）%& # % " $〉对应（如图 $ 所示），则通过

比较（$）和（&）式可以发现 +23,-145,25 量 ’! 与’$$对

应的表示矩阵元完全相同，也就是说 +23,-145,25 量

’! 与 ’$$是等价的，从而我们可以将求解自旋7 ! 算

子的幺正演化矩阵问题转化为求解相互作用 (% !

%（& " %! ）时由 & ! # $ 个自旋7 $%& 的粒子组成的

+/,8/5./09 ++ 开链中态的演化问题，即求

,$$
%’%（ -）!〈%’ /" ,-’$$ %〉* （:）

图 $ %〉和 !"〉的对应关系图

:; 系统本征态的求解

假设系统初始时刻处于态 %〉，由于 +23,-145,25
量 ’$$ 不显含时间 -（!’$$ %!- ! (），体系的能量为守

恒量，因此 - 时刻系统的状态（取"! $）可以表示为

#（ -）〉! .（ -） %〉! /",-’$$ %〉* （6）

其中，.（ -）! /" ,-’$$ 为描述量子态随时间 - 演化的算

符，采取能量表象（以能量本征态为基矢的表象），

把 %〉表示成

%〉! %
&

/ ! $
$〉//〈$ %〉! %

&

/ ! $
0/，% $〉/；（<）

$〉/ 是包括 ’$$在内的一组守恒量完全集的共同本

征态，即

’$$ $〉/ ! 1/ $〉/； （=）

1/ 为 相 应 的 能 量 本 征 值，/ 代 表 一 组 完 备 的 量

子数 *
根据（<）式可得在以 %〉为基矢的表象中，$〉/

可以表示为

$〉/ !%
&

% ! $
%〉〈%$〉/ ! %

&

% ! $
0&/，% %〉， （>）

其中 0&/，% 为 0/，% 的复共轭，将（>）式带入（=）式可得态

叠加系数满足的方程为

&1/0/，% ! (%"$ 0/，%"$ # (%0/，%#$， （?）

由上式并结合 +23,-145,25 量 ’$$与’! 的等价性以及

归一化条件可以解得

1/ ! " & " $
& # / " $，

0$，$ ! $% &&"! $，

0/，$ !（" $）/#$ 0$，/，

0/，% !
&1/0/，%"$ " （% " &）（& " % # &! ）0/，%"&

（% " $）（& " % # $! ）
（%’ &），

（@）

从而有 - 时刻系统的状态为

#（ -）〉! %
&

/ ! $
/" ,-1/ 0/，% $〉/ * （$(）

6; 演化矩阵的计算

对于初始态 %〉，由于 0/，% 为实数，故将（>）式代

入（$(）式，可将 #（ -）〉进一步写为

#（ -）〉! %
&

/ ! $
/" ,-1/ 0/，%’（%

&

%’ ! $
0/，%’ %’〉）* （$$）

结合上式及（:）和（6）式可得系统演化矩阵元为

,$$
%’%（ -）!〈%’ #（ -）〉! %

&

/ ! $
/" ,-1/ 0/，%0/，%’ *（$&）

由于 !!（ -）! !$$（ -），所以对任意自旋7 ! 算子，

只要由（@）式求出态叠加系数 0/，% ，然后代入（$&）式

即可以求出相应的幺正演化矩阵 *
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若将 !!（ "）矩阵左下角矩阵元乘上虚数 !，右上

角矩阵元乘上 " !，便可得演化算子 #" !"#$ 对应的幺

正演化矩阵 !$ !（ "）%
根据系统 &’(!)*+,!’, 量 %&& 的对称性可知演化

矩阵 !&&（ "）中独立元的个数为

’ -
(（( . /）01 （( !偶数），

（( . 2）/ 01 （( !奇数）
{ %

（23）

对于自旋 ! - 20/ 和 ! - 2 的情形，利用上面方

法求出的幺正演化矩阵与级数展开方法得到的结果

完全相同，对 ! 4 2 的情形，级数展开方法已不再适

用，而本文所介绍的方法对任意自旋5 ! 算子都是适

用的 %下面我们就以 ! - 30/，! - / 和 ! - 60/ 情形为

例，利用上面的方法分别计算它们所对应的幺正演

化矩阵 %

!"# $ " % &’( 情形

当 ! - 30/ 时，( - /! . 2- 1，利用（7）式可以求得展

开系数 )*，+和相应的能量本征值 ,*，如表 2 所示 %
表 2 ! - 30/ 时对应的态叠加系数 )*，+和能量本征值 ,*

* )*，2 )*，/ )*，3 )*，1 ,*

2 " " " "/01 801 801 /01 30/
/ " " " "801 /01 " /01 " 801 20/
3 " " " "801 " /01 " /01 801 " 20/
1 " " " "/01 " 801 801 " /01 " 30/

将上述结果代入（2/）式，并且把行和列的编号

-$（+$）和 -（+）按由大到小的顺序排列（即 -$（ +$）

大的在上面，-（ +）大的在左边），即可求得 ! - 30/
时对应的幺正演化矩阵

!!（ "）- !&&（ "）

-

9+:3 "
/ " "! 3:!, "

/ 9+:/ "
/ ""39+:

"
/ :!,/ "

/ !:!,3 "
/

" "! 3:!, "
/ 9+:/ "

/ 39+:3 "
/ " /9+: "

/ ! 3:!,3 "
/ " /:!, "( )/ ""39+:

"
/ :!,/ "

/

""39+:
"
/ :!,/ "

/ ! 3:!,3 "
/ " /:!, "( )/ 39+:3 "

/ " /9+: "
/ " "! 3:!, "

/ 9+:/ "
/

!:!,3 "
/ ""39+:

"
/ :!,/ "

/ " "! 3:!, "
/ 9+:/ "

/ 9+:3 "





















/

%（21）

!"(" " % ( 情形

当 ! - / 时，( - / ! . 2 - 6，利用（7）式可以求得

展开系数 )*，+ 和相应的能量本征值 ,*，如表 / 所示 %
将上述结果代入（2/）式，同样把行和列的编号

-$（+$）和 -（ +）按由大到小的顺序排列，并取! -
:!,（ " 0/），"- 9+:（ " 0/），则很容易求得 ! - / 时对应的

幺正演化矩阵为

表 / ! - / 时对应的态叠加系数 )*，+和能量本征值 ,*

* )*，2 )*，/ )*，3 )*，1 )*，6 ,*

2 201 20/ "801 20/ 201 /

/ 20/ 20/ ; " 20/ " 20/ 2

3 "801 ; " 20/ ; "801 ;

1 20/ " 20/ ; 20/ " 20/ " 2

6 201 " 20/ "801 " 20/ 201 " /

!!（ "）- !&&（ "）

-

"
1 " /!!"

3 ""8!/
"

/ /!!3
" !1

" /!!"
3 1"

1 " 3"
/ "! 8!"（/!/ " 2） !/（2 " 1"

/） /!!3
"

""8!/
"

/ "! 8!"（/!/ " 2） 2 " 8!/
"

/ "! 8!"（/!/ " 2） ""8!/
"

/

/!!3
" !/（2 " 1"

/） "! 8!"（/!/ " 2） 1"
1 " 3"

/ " /!!"
3

!1 /!!3
" ""8!/

"
/ " /!!"

3
"
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% （26）
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!"#" ! $ %&’ 情形

当 ! ! "#$ 时，" ! $ ! % & ! ’，利用（(）式可以求

得展开系数 #$，% 和相应的能量本征值 &$ ，如表 ) 所

示 *
将上述结果代入（&$）式，把行和列的编号 ’+

（%+）和 ’（ %）按由大到小的顺序排列，并取! !
,-.（ ( #$），"! /0,（ ( #$），则可以求得 ! ! "#$ 时对应的

幺正演化矩阵为

表 ) ! ! "#$ 时对应的态叠加系数 #$，%和能量本征值 &$

$ #$，& #$，$ #$，) #$，1 #$，" #$，’ &$

& ! ! ! ! ! !$#2 &3#2 "#1 "#1 &3#2 $#2 "#$

$ ! !&3#2 ) $#2 &#1 4 &#1 ! !4 ) $#2 4 &3#2 )#$

) !"#1 &#1 ! !4 $#1 4 $#1 &#1 !"#1 &#$

1 !"#1 4 &#1 ! !4 $#1 $#1 &#1 !"#1 4 &#$

" ! !&3#2 4 ) $#2 &#1 &#1 ! !4 ) $#2 &3#2 4 )#$

’ ! ! ! ! ! !$#2 4 &3#2 "#1 4 "#1 &3#2 4 $#2 4 "#$

"!（(）! "))（(）

!

"
" 4 !- "!"

1 4!&3!$
"

) !- &3!)
"

$ !"!1
" 4 -!"

4 !- "!"
1 ""

" 4 1"
) *!$!"

$（"!$ 4 $） !$!$
"（$ 4 ""

"） 4 -（"!" 4 1!)） !"!1
"

4!&3!$
"

) !- $!"
$（"!$ 4 $） &3"

" 4 &$"
) % )" -（&$!) 4 &3!" 4 )!） !$!$

"（$ 4 ""
"） !- &3!)

"
$

!- &3!)
"

$ !$!$
"（$ 4 ""

"） -（&$!) 4 &3!" 4 )!） &3"
" 4 &$"

) % )" !- $!"
$（"!$ 4 $） 4!&3!$

"
)

!"!1
" 4 -（"!" 4 1!)） !$!$

"（$ 4 ""
"） !- $!"

$（"!$ 4 $） ""
" 4 1"

) 4 !- "!"
1

4 -!" !"!1
" !- &3!)

"
$ 4!&3!$

"
) 4 !- "!"

1
"
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"5 结果与讨论

本文把求自旋6 ! 算子幺正演化矩阵转化为求

78-,8.98:; ++ 开链中单态的演化问题，计算简便、

容易理解，不同于群论和直接计算的方法，由于找不

到一个合适的词来描述，所以称其为新方法 *
对演化矩阵进行分析后发现只有系统从初态

!’〉（’ ! 4 !，4 ! % &，⋯，!）演化到末态 !，4 ’〉

时的概率才能达到最大值 &，而且对应时刻为 ( !!，

这相当于对初始时刻态 !’〉绕 ) 轴转动一个角度

!*实际上只要我们把时刻 ( 用角度"替换，就很容

易发现演化矩阵 "!（ (）（ "+ !（ (））正好对应于欧拉角

!!#! 3 时的转动矩阵 #!（3")3）（#!（3",3））［&$］，初

始态 !’〉在算子 84 -(-)（84 -(-, ）下的演化实质上就相

当于对态 !’〉进行一个绕 )（,）轴角度大小为"! (
的空间转动，演化矩阵元就是转动后的态 84 -(-) !’〉

（84 -(-, !’〉）在 !’+〉态上的投影值，所以只有从初

态 !’〉到末态 !，4 ’〉时的演化概率才有可能达

到最大值 & *
由于 %〉与 ’ ! 4（" 4 &）#$ % % 4 &〉存在着一

一对 应 关 系，所 以 在 ( ! ! 时 刻 % 〉演 化 到

" 4 % % &〉的概率也为 &，这在量子态的传输中有

着重要的应用 *例如对于一个长度为 " 且第 % 和第

% % & 个 格 点 间 交 换 常 数 为 .% ! %（" 4 %! ）的

78-,8.98:; ++ 自旋开链，若发送者（<=-/8）把第一个

量子位制备成初态

$〉! /0,（%#$）3〉% 8-&,-.（%#$）&〉，

则经过时间 ( !!，接收者（>09）将在第 " 个量子位

上精确的得到该态，即态 $〉被从第一个量子位传

输（演化）到了第 " 个量子位上面 *同样根据前面我

们提到的量子态的空间转动理论可知，若 <=-/8 把前

% 个量子位制备成初态

$〉! "
%

$ ! &
"（/0,（%$ #$）3〉% 8-&$ ,-.（%$ #$）&〉），

则在 ( !!时刻 >09 将在后 % 个量子位上精确的得

到该态，即态 $〉被从前 % 个量子位传输（演化）到

了后 % 个量子位上面 *这种量子态的传输方案的特

点是对于 <=-/8 编码在第 % 个量子位上的信息，>09
只能在他所拥有的第 " 4 % % & 个量子位上以最大

概率 & 获得，而任何第三者（?@8）都不可能通过对

中间信道上的量子位进行测量而以概率 & 获得全

部待传送的信息，也就是说这种通信方式是绝对安

全的 *
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