
代数迭代重建算法在折射衬度 !"中的应用!

张 凯!）"） 朱佩平"）# 黄万霞"） 袁清习"） 刘 力"） 袁 斌!） 王 越"）

舒 航"） 陈 博"）$） 刘宜晋"）$） 李恩荣"） 刘小松"） 吴自玉"）$）%）&

!）（郑州大学物理工程学院，郑州 %’((’"）

"）（中国科学院高能物理研究所，北京 !(((%)）

$）（中国科学技术大学国家同步辐射实验室，合肥 "$(("*）

%）（中国科学院大科学装置理论物理研究中心，北京 !(((%)）

（"((+年 ’月 ",日收到；"((+年 !!月 *日收到修改稿）

-射线折射衬度 ./是一种基于相位衬度的断层成像技术，特别适合对由轻元素组成的生物、医学样品进行成
像，可以观察到常规吸收衬度 ./无法观察到的软组织内部微细结构，是一种具有巨大发展潜力的新成像方法 0迭
代重建算法和解析重建算法是计算机断层成像技术中并行发展的两种算法，虽然已经提出了几种 -射线折射衬度
./的解析重建算法，可是还未见 -射线折射衬度 ./迭代重建算法的报道 0研究了代数迭代重建算法在 -射线折
射衬度 ./中的应用，比较分析了不同的投影数据排列方式对于折射衬度 ./重建图像的影响，并对实验数据进行
了图像重建，获得了满意的 ./图像 0研究结果表明，在相位衬度 ./中，迭代重建算法相对于解析重建算法而言，能
减少投影次数，降低曝光剂量，减少对生物样品的辐射损伤，在生物样品成像和投影数据不完整的情况下具有明显

的优势 0
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! H 引 言

折射衬度成像源于基于分析晶体的成像方法研

究，即通常所说的衍射增强成像（I<JJK;DL<ME CE?;EDCI
<:;N<EN，O9P）方法研究［!—$］0在基于分析晶体的相位
衬度成像方法中，利用分析晶体的角度选择性，对折

射角信号（或者相位梯度信号）进行增强或抑制，在

成像面上形成衬度与折射角成正比的图像，这种成

像方法特别适合观察由轻元素构成的样品，在生物、

医学和材料科学等无损检测领域中有着广泛的应用

前景，已成为当前国际上 -射线成像领域中的研究
热点 0目前 -射线折射衬度成像不再局限于基于分
析晶体的成像方法研究，已经扩展到基于分析光栅

的成像方法研究［%，’］0后者虽然是最近几年才提出的
相位衬度成像方法，但是它具有与普通 -射线光源
相结合的潜力和广阔的发展前景 0目前 -射线折射

衬度 成 像 方 法 与 计 算 机 断 层 成 像（ DM:A@LCK
LM:MNK;A?G，./）技术的结合，是相位衬度成像研究的
最新进展，特别是近一两年，中国科学家提出了 -
射线折射衬度 ./的几种解析算法［*—,］，不但解决了
-射线折射衬度成像二维投影像的重叠问题，并且
可以获取高衬度和高空间分辨率的三维影像 0

-射线折射衬度 ./解析重建算法的研究成功，
必然推动人们开始考虑迭代重建算法在 -射线折
射衬度 ./中的应用 0虽然目前还未见迭代重建算
法在 -射线折射衬度 ./中的研究报道，但是可以
预计，和迭代重建算法在传统 - 射线吸收衬度 ./
中取得的成功一样，迭代重建算法也将会在 -射线
折射衬度 ./中发挥巨大作用 0本文拟在这方面做
一些初步研究 0
滤波（卷积）反投影法（ J<=LCK Q;DR5AKMSCDL<ME

;=NMK<L?:，2TU）是解析重建的主要算法，它基于解析
反求公式的闭合形式，要求投影数据是精确的、完全
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的 !在实际应用中，有时无法测到完整和均匀的投影
数据 !例如，为了减小物体（如脏器）运动，或为了减
少辐射剂量，往往导致投影数据采集不足 !此时滤波
反投影算法就显得力不从心 !因此，本文拟利用迭代
重建算法，开展基于不完全折射角度投影数据的图

像重建研究，以弥补滤波反投影法在投影数据不完

全时无法精确重建图像的不足 !

" # 折射衬度 $%的原理和方法

基于分析晶体的 $%成像设备一般由同步辐射
&射线源、单色器晶体、样品转台、分析晶体以及探
测器组成，其基本成像光路图如图 ’所示 !由于晶体
反射只对子午面内的入射角度变化敏感，而对弧矢

面内的入射角度变化不敏感，所以只须考虑光线在

子午面内的角度变化 !由于同步辐射 &射线束准直
性较好，所以基于同步辐射装置的 $%系统都可以
看作平行束 $%系统 !
当不放置样品时，&射线经过单色器晶体反射

成为单色 &射线（只有满足布拉格方程的波长才能
被单色器晶体反射），单色 &射线在分析晶体上的
反射率取决于其入射方向偏离布拉格角的角度!(

（即分析晶体和单色器晶体夹角），转动分析晶体，可

以测得反射率随!( 而变的函数曲线，称为分析晶体

的摇摆曲线，如图 " 所示 !摇摆曲线半高角宽度!)

称为达尔文宽度 !

图 ’ 基于分析晶体的 $%成像光路图

当把样品放入两块晶体之间时，当单色 &射线
穿越样品时，与样品发生折射、散射和吸收三种相互

作用，从样品出射的 &射线携带着样品的信息，经
过分析晶体的选择后到达探测器形成样品像 !此时，
入射单色 &射线在分析晶体上的入射角度，不仅取决
于分析晶体的转角，而且与样品的内部的折射和散射

有关 !为简明起见，本文只介绍折射角信号的提取方
法 !基于分析晶体的相位衬度 $%投影成像方程为

图 " 分析晶体的摇摆曲线

!（"#，"）* !+ ,-.［/ $（"#，"）］

0 %［!( 1!#（"#，"）］， （’）
其中 ! 为成像面上光强，!+ 为入射到样品上的光
强，!( 为分析晶体与单色器晶体的夹角，%（!）为摇
摆曲线，,-.［ / $（"#，"）］为样品吸收和分析晶体消
光（即分析晶体滤除样品散射）引起的光强衰减因

子，!#（"#，"）为样品的折射角 !样品的投影成像中包
含光强衰减和光线折射角两种信号，其中光强衰减

与线性吸收系数#和消光系数$的关系为

$（"#，"）*!
2

/2
［#（"，&）1$（"，&）］3&#，（"）

光线折射角与折射率导数的关系为［4，5，6］

!#（"#，"）*!
2

/2

!’（"，&）
!"#

3&#， （7）

式中 ’ 为样品折射率实部 ! 在（"）和（7）式中，
（"#，&#）为固定在探测器上的坐标系，（ "，&）为固定
在样品上的坐标系，"为从 "# 轴到 " 轴的转角，两
套坐标系之间的关系可以用如下旋转矩阵联系

起来：
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为了将投影像中的两种信号分离开，至少需要拍摄

两张样品转角不变而分析晶体转角改变的投影像 !
这其中的原理和从二元方程组解出两个未知数的原

理完全相同 !利用摇摆曲线的线性区域，可以获得一
组二元线性方程组 !当样品折射角满足条件 >!# >"
!)

" 时，摇摆曲线在!( *#
!)

" 处可以表达为泰勒级数

的一次展开，因为 % #
!)( )" $ +#?，3%3! #

!)( )" $

@ ’
!)
，所以 % #

!)

" 1!( )# * +#? @!#

!)
!将分析晶体调
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整在!! "!
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$ 两个不同角度上，根据两张投影像构

成的二元一次方程组
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可以解出光强衰减像和光线折射角像为
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其中 !% 和 !/ 分别称为摇摆曲线的低角像和高
角像 6
根据傅里叶中心切片定理，可以从（4）式获得吸

收系数和消光系数#（"，%）.$（ "，%）的重建公式，
而不能从（5）式获得折射率导数!&（ "，%）7!$# 重建

公式 6这其中的原因在于：#（ "，%）.$（ "，%）在（ "，
%）点的函数值不随投影方向变化，而!&（ "，%）7!$#

在（"，%）点的函数值随投影方向变化 6为此需要求
出在坐标系（ "，%）中折射率的表达式，根据方程
（8），折射率导数在两套坐标系之间的关系为
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由于在样品外!&（"，%）
!%#

" &，所以!&（"，%）
!%#
沿着 %#

轴穿过样品的积分总是零，即

"
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将（>）式代入（=）式可得
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因为（?&）式中!&（ "，%）7!" 和!&（ "，%）7!% 在（ "，

%）点的函数值不随投影方向变化，所以根据傅里叶
中心切片定理，可以推导出两个样品折射率导数的

重建算法公式为［?&，??］
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由此可以得到折射率的重建公式为［?$］
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同时又因为投影光线的光程（与相位移动成正比）可

表示为
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因此折射率的重建算法公式还可以表示为［5，??，?$］
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在计算机中需要将连续变量离散化，根据（5）

式有

!#（"#，<#"）"
!#

$
!%（"#，<#"）* !/（"#，<#"）
!%（"#，<#"）. !/（"#，<#"）

，

< " ?，$，⋯，*， *#" " ?=&C 6 （?-）
DE的任务就是根据（??）—（?A）式和（?-）式，由 * 个
投影重建!&（ "，%）7!"，!&（ "，%）7!% 和 &（ "，%）的
分布 6

A , 代数迭代重建算法

在折射衬度 DE中由（?&）式可知，折射角可以表
示为折射率偏导数的积分形式 6因此在离散情况下，
可以分别得到如下矩阵形式：
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上三式中（!$ ’!%#⋯）
0，（!$ ’!&#⋯）

0 和（$#⋯）
0 都为

#维矢量，称为图像矢量 !，分别表示样品（待重建
图像）中每个像素的折射率偏导数和折射率，

（!! "#$"⋯）
0，（!! $)*"⋯）

0 和!
%

,
!! -%"( )⋯ 0

都为 !维

矢量，称为投影矢量 "，分别表示投影线经过样品
（待重建图像）后的折射角和光程 .

"!! "!% ⋯ "! #
"%! "%% ⋯ "% #

"!! "!% ⋯ "










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!#

为 ! 1 # 维矢量，称为投影矩阵 #，"!#称为加权因子
是第 # 个像素对投影线 ! 的贡献 .
（!(），（!+）和（!/）式分别是（!!），（!%）和（!2）式的
对应矩阵式，虽然在这三式中图像矢量和投影矢量各

不相同，但是它们的投影矩阵是相同的，因而求解图

像矢量的方法是一样的 . 因此，本文仅以（!+）式为例，
利用迭代方法重建折射率导数!$（%，&）’!& .
根据（!+）式，折射衬度 30的图像重建也可以看

作为求解线性方程组（" & # 1 !）的解，对于求解如
此巨大的线性方程组，通常主要采取迭代的算法 .其
中代数迭代算法（4567894)" 97"#*$:9;":)#* :7"<*)=;7$，
>?0）［!@，!2］是以线性方程组理论为基础的图像重建
算法，能够更好的适应折射衬度 30的数学模型 .同
时 >?0算法以高斯噪声为默认噪声，这也更符合折
射衬度 30的实际采集数据 .因此它在投影数据较
少的情况下，对于折射衬度 30图像具有很好的噪
声控制能力 .其一般的迭代步骤为

!（ ’A!） & !（ ’） A#（ ’）
(!’

B "!’!
（ ’）

"%!’
"0!’，

其中 !’ & ’（C#-)）A ! [& ’ B D*: ’( )) ) A ]! ，*!’

& "
#
*!’ #
，"!’!
（ ’） & "

#
"!’ #%#，#（ ’）为收敛因子（, E

#（ ’）E %），本文中我们根据经验值取收敛因子为一
常数#（ ’）& ,F! .C#-表示取余数，D*:表示取整，’ 为
迭代序号，) 为总的投影线数目 . "!’ #采取如下定义

形式：

"!’ # &
!，第 !’ 条射线通过第 # 个像素内任意一点，

,，其他{ .
（!G）

>?0算法每次只考虑一条投影线的影响并校正
该射线经过的像素 .因此 >?0算法又称为沿着射线
修正的迭代重建技术 .其过程为：先假设一初始图像
!（ ’），然后再根据 !（ ’）求一次近似图像 !（ ’ A !），在根

据 !（ ’）求 !（ ’ A !）时需要加一校正值"!（ ’），"!（ ’）只

需考虑一条投影线（例如第 !’ 条射线）的影响 .所修
正的像素也限于第 !’ 条射线经过的像素 .如（!G）式
所示，*!’
为第 !’ 条射线测得投影值，"!’ !

（ ’）表示图

像矢量为 !（ ’）时，第 !’ 条射线的估计投影值 . "!’
B

"!’!
（ ’） &""!’

为校正投影，经过加权 !’ "%!’ 后形成

""!’
’"%!’ &"!（ ’），沿射线 !’ 反投影于经过的诸像

素，由此可以得到图像矢量 !（ ’ A !）.然后可以根据
!（ ’ A !）再求二次近似图像 !（ ’ A %），这时就要考虑下

一条投影线（ !’ A !）的影响 .以此类推，当完成所有

) 条投影线的修正后就进入下一轮的迭代，直到得
到满足一定要求的解 .
一般情况下 >?0算法都具有良好的图像重建

质量，但是收敛速度慢，运算时间长，运算量大，也限

制了它在折射衬度 30 中应用 .在 >?0 算法中，计
算、存储以及检索 "!#是造成其运算时间较长的主要
原因，对此本文采取一种实时存贮的方法，即对某一

射线（如第 !’ 条射线）进行操作时，只开辟能够存放
该射线与图像像素相交信息的内存空间 .这样就可
以有效的节约运算时间 .同时为了加快 >?0算法的
收敛速度，在投影数据较少的情况下获得良好的折

射衬度 30图像，本文就 >?0投影数据次序的排列
方法对收敛速度和图像重建质量的影响进行了研

究 .目前基于 >?0算法投影数据次序的排列方法，
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主要采用减少相邻的投影数据之间的相关性，来达

到加快收敛速度、改善图像重建质量的目的 !本文主
要研究了以下三种投影数据排列方法对折射衬度

"#重建图像质量和收敛速度的影响 !
$）连续排列方法（ %&’(&)*+,- ,..&%%+)/ %.0&1&，

232），它按照实验中投影数据的采集顺序，来进行
排列 !这种方法是重建过程中最常采用的方法 !

4）多级排列方法（1(-*+-&5&- ,..&%% %.0&1&，
672）［$8］，这种方法尤其适合总的投影视角数 ! 9 4"

的情况 !该方法把投影数据分成 " 个级别，在 " 9 $
的时候，排列 :;和 <:;的投影数据，在 " 9 4的时候，
排列 =8;和 $>8;的投影数据，依此类推可以按照
?(,)等人提出的方法，分别排列出 " 9 >，=，⋯时，
各个投影数据的排列次序 !在进行迭代的时候我们
顺次按照 " 9 $，4，⋯时的投影数据排列次序进行反
投影运算 !当 !!4" 时，也可以按照上述方法进行

多级排列 !
>）随机排列方法（ @,)AB1 C&@1(*,*+B) %.0&1&，

DE2）［$F］，这种方法是由 5,) G+HI&提出的，它把投影
数据进行随机的排列 ! 5,) G+HI&认为这种方法是他

验证的所有投影数据排列方法里最好的方法 !

= J 折射衬度 "#的图像重建结果分析

为了观察 3D#算法是否能够很好的适应折射
衬度 "#的数学模型，本文模拟了一个纯相位圆柱
体（忽略物体的散射、吸收作用）的断层投影数据，并

利用 3D#算法对模拟实验数据进行了重建 !模拟实
验原理如图 >（,）所示，一束光线以!$ 角度入射圆柱

体的某一断层面，经过折射后射出该断层面，则出射

光偏离原入射光的偏转角，即折射角可由下式

得到［<］：

!!*B*,- 9 4!# *,)!$， （4:）

其中!# 为圆柱体内外两种介质折射率的差，实验
中假设!# 9 $:K F !因此根据（4:）式可以得到该投影
角度下的圆柱体的某一断层的折射角投影数据如图

>（L）所示 !同时根据圆的对称性，只要保证圆心为转
轴的中心，那么就可以得到任意投影角度下的投影

数据 !

图 > 模拟实验原理及折射率 #的重建结果 （,）模拟实验原理；（L）某一投影角度下的折射角投影数据；（.）原始

图像；（A）迭代重建结果；（&）滤波反投影重建结果

我们采用了 >: M 4N$的投影数据（>:个投影角
度，每个投影角度下 4N$条投影线，采样间隔与像素

大小的比例为 $J= O $），利用公式（$F）和（$>）对断层
中的折射率 # 进行了重建 !重建图像大小为 $<N M
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!"# 像素 $采用 %&’(&) 编程，电脑配置为 *+ ,-./
0*1 2!,%内存，3456789 :*操作系统 $平均每次迭
代需要 " 9$圆柱的原始断层图像如图 ;（<）所示 $
图 ;（6）和图 ;（=）分别为 >?@迭代算法和滤波反投
影算法进行重建的结果，可以发现 >?@算法能够很
好的应用于折射衬度 0@的图像重建中：当投影数
据较少的时候，可以得到较好的重建图像 $其中
图 ;（6）中的横线伪影是在投影数据不足的情况下，
利用公式（!;）进行 :轴方向积分时造成的 $
为了对重建结果进行评价，以便观察随迭代次

数的增加图像重建质量的变化以及不同的投影数据

排列方法对于 >?@算法收敛速度的影响 $本文定义
了几个评价指标：归一化均方距离判据 !，较敏感的
反应某几点产生较大误差的情况；" 称为归一化平
均绝对距离判据，对许多点均有一些小误差的情况

比较敏感；平均误差 #，较好的反映图像整体的误

差 $定义式如下：

!







A
!
$B $

% A !
（ &% C ’%）

,

!
$B $

% A !
（’% C ’—）







,

!D,

，

" A
!
$B $

% A !
’% C &%

!
$B $

% A !
’%

，

# A !
$ B $!

$B $

% A !

’% C &%
’E&F C ’E45

$

这几个指标数值越小，表明重建图像的质量越好，重

建图像与原始图像越接近 $当为 . 时，表示没有误
差 $其结果如图 +所示 $指标中 ’%，&% 分别表示测试

模型和重建后图像中第 % 个像素的折射率 ( $图像的
像素为 $ B $ 个 $

图 + 各个评价参数随迭代次数的改变量

由图 +所示，随着迭代次数的增加，各个评价参
数变的越来越小，图像质量越来越好 $在迭代一定次
数以后曲线就变得呈现上升趋势，重建图像随着迭

代次数的增加而趋于”老化”甚至发散，出现高频伪

影 $可以发现 %GH和 ?*H能够加快迭代算法的收敛

速度，在图 +（<）中，一般在迭代 + 次左右就能够达
到曲线的最低点 $其中以 %GH 的收敛速度最快，各
个评价参数值最小，图像重建质量最高 $而一般采用
H>H在迭代 I 次左右才能够达到最佳图像重建质
量 $而各个评价参数均高于其他两种投影数据排列
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方法 !同时观察这三种投影数据的排列方法在经过
一次迭代后各个评价参数的值可以发现，"#" 的 $
个参数值明显高于其他两种方法 !由此可以看到经
过修改投影数据的排列方式，能够明显加快收敛

速度 !
在经过折射衬度 %& 模拟重建后，可以看到采

用 ’("的 #)&算法具有良好的图像重建质量和较
快的收敛速度 !于是采用这种方法对实验数据也进
行了重建 !折射衬度 %&实验是在北京同步辐射装
置 *+,#光束线形貌学实验站进行的，采用的实验
光路如图 , 所示 !分析晶体转动的角度分辨率为
-.-/ 0，成像的有效光斑尺寸为 ,$ 11 2 ,- 11，光束
能量为 ,- 345!探测器为 67898:;< "<;4:<4公司的 =
射线 %%>（=?@AB C>D.,E11<A14@A），其分辨率为
,-.F!1!实验样品为环氧树脂棒，内部布满了直径
,-—/--!1的气泡 !图 /为将分析晶体转角分别调

整在偏置角度!# G H!>

I 和!# G!>

I 处，拍摄样品的

低角像和高角像 !实验中每隔 *J采集一次投影数
据，共采集了 */个投影视角的投影数据，按照多级
排列方法进行了投影数据的重新排列 !图 K 和图 E
分别为 #)&算法和滤波反投影算法重建的环氧树
脂棒第 I--层的折射率导数的重建结果，图 F 为环
氧树脂棒 I--—$--层的折射率重建的三维图像 !

图 / !# G H!>
I 时采集低角像

从图 K 和图 E 可以看到当投影数据较少的时
候，迭代算法重建的图 K光强明暗分布对比明显，较
好的反映了折射率的分布情况，而滤波反投影重建

的图 E，衬度没有迭代重建的衬度高，同时可以看到
迭代算法重建的图片质量在清晰度，平滑度方面占

据了明显的优势，显示出了对噪声的抑制能力 !由此
也可以看出在投影数据不完全的情况下，滤波反投

影算法不能很好的重建出优质的图像质量 !相反迭

图 L !# G!>
I 时采集高角像

图 K "!（ "，#）
"# #)&

图 E "!（ "，#）
"# CM6

代算法更加灵活，可以加入许多修正因子，使重建图

像更加精确 !图 K和图 E中在环氧树脂棒下边缘的
高亮度区域出现了一些条状伪线，这可能是因为折

射角信号在样品边缘地区的突然增强，造成了类似

于金属物伪像的高强度条纹 !图 F所示为三维重建
结果，由图可见在投影数据不足的情况下，利用代数

迭代重建算法环氧树脂棒内部的微小气泡依然能够

被清晰的被重构出来 !

L,*$ 物 理 学 报 /K卷



图 ! 三维重建结果

"# 结 论

本文研究了代数迭代重建算法在折射衬度 $%
中的应用，并对 &’%的收敛速度，重建效果方面进
行了分析讨论 (在此基础上利用 &’%对样品的折射
率导数分布进行了重建 (由重建的图像可以看出迭
代算法能够很好的适应于折射衬度 $%成像技术，
并且相对于滤波反投影算法，&’%在强噪声，投影数
据较少的情况下具有很好的重建效果，有利于减少

对样品的投影数，降低辐射损伤 (虽然本文主要讨论
基于分析晶体的成像方法，但是研究方法和重要结

论也适用于基于分析光栅的成像方法 (
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