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基于衍射光栅完全电导率积分理论，通过变换光栅方程给出了任意衍射级次 )*++,-.设置下衍射波矢的镜像方
程，用此方程和幂级数性质简化了代表核函数的无穷级数，提出将其表示为一个对称性级数与一个等比级数之和

的方法 /通过与未做简化的积分法比较，从数值计算角度指出了此方法具有缩短计算时间和提高收敛性的特性 /推
广结果表明，在偏 )*+,,-.设置下仍然可以通过幂级数性质提高收敛性 /
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! B 引 言

光栅问题是一个对于周期性结构求解 C:D.E;;
方程组的边界问题 /积分法求解光栅问题的基本思
想是通过使用泛函理论，将衍射场所满足的微分形

式 0E;9F-;+G 方程及其边界条件转化为第二类
H,EIF-;9积分方程，然后将其近似为线性系统方程
作数值求解 /
积分法是第一个用于解决完全电导率光栅衍射

问题的严格矢量理论，"% 世纪 1% 年代 JE+*+［!，"］，
J:K:LE:M等人［$］使用它成功计算了光栅的 N7，NC偏
振波衍射效率 /经过 &% 多年来 C:=@+,E［&］，O-,:=［6］，
5;EE9:>>等［1］光栅理论研究人员的不断改进与完
善，积分法可以解决几乎所有光栅问题，它已经成为

一种成熟、有效、准确，而且适用性非常强的严格电

磁场理论 /甚至在有些时候，如求解中阶梯光栅问题
时，它是迄今唯一可以使用的严格矢量方法 /
任何一种算法的改进都是希望在较短的计算时

间内得到较稳定精确的结果 /积分方法所采用的数
学工具较为复杂，计算时间相对较长 /从实用的角度
看，提高计算速度对于求解光栅问题显得十分重要，

如何简化它的数学工具则是关键 /为顺应日益广泛

的光栅设计的实际需求，不仅要设法使数值计算时

间变短，而且收敛性要好 /影响积分法计算收敛性的
因素主要有三个：一是所选用数学函数的收敛性，即

计算公式的推导中所使用的核函数的收敛性直接影

响计算结果的收敛性 /二是数值计算方法带来的收
敛性，它包括积分步长和截断级次两个方面 /积分步
长越小收敛性越好，截断级次越高，收敛性越好，但

所花费的计算时间越长，因此，在误差范围内适当选

取积分步长和截断级次对收敛性的提高至关重要 /
三是光栅槽形函数对收敛性影响方面，积分理论与

其他方法有所不同，例如，耦合波法的收敛性受光栅

槽形函数的影响较为显著［(］，微分法的收敛性也会

受到光栅槽形函数的影响［2—!%］，积分法受光栅槽形

函数的影响则不是很明显 /经数值计算发现影响积
分法计算速度和收敛性的最重要的因素就是核函数

的数学形式，因此，核函数的简化对优化算法很有帮

助 /文献［6］的改进积分法获得了稳定的收敛，它适
用于所有使用波段、所有类型的光栅，包括那些深槽

形、高电导率、小波长周期比的光栅，尤其对于 NC
波更为明显 /另外，文中还根据数值计算结果提出的
“黄金规则”给出了节点数和截断级次的经验关系，

为截断级次的选取提供了参考依据 /虽然改进积分
法有上述优点，但是，它的收敛速率并不快，而且核

第 6(卷 第 1期 "%%2年 1月
!%%%8$"’%P"%%2P6(（%1）P$&218%2

物 理 学 报
4QN4 J0RSTQ4 STUTQ4

V-;/6(，U-/1，WM>E，"%%2
!

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
"%%2 QF*>/ JF=@/ S-A/



函数本身的数学形式也没有多大改进 !文献［"］的积
分方程法对核函数提出了较大的改进，但使用的数

学工具复杂，核函数形式比较繁琐 !还有，为了满足
光栅的宽光谱范围和小的级次重叠，要求大部分光

栅在 #$%%&’(或近 #$%%&’( 设置下使用，所以，研究这
种设置下核函数的数学形式具有现实应用背景 !鉴
于此，本文从完全电导率积分理论出发，通过变换光

栅方程得到一个具有对称性的衍射波矢方程———镜

像方程，提出利用镜像方程与核函数的数学特性对

核函数进行简化的方法 !虽然文献［)，"］曾对积分法
做过改进，但本文所采用方法的数学工具则更加简

单有效，不仅较为明显地缩短了计算时间，而且提高

了收敛性，从而直接提高了积分法的计算性能 !

* + 完全电导率光栅积分理论基础

如图 ,所示，波长为!的平面波以入射角"! 入

射到光栅槽形 " 上，#（$）为光栅槽形函数，它是在 $
轴方向以光栅常数 % 为周期的周期函数，& 为光栅
槽深 !根据 -./01’/%2 方程、边界条件、辐射条件及

3/’45.%定理［,,］，在远场区域（ ’ 6 &），电场或磁场强
度的 ( 分量#可以被展开成如下的无穷级数形式：

# 7 )8 .9:［;$8 $ < ;%8 #（$）］

= !
=>

* 7 <>
+* .9:（;$*$ = ;%*’）， （,）

上式为 ?@A/.$B1展开式，是 -./01’/%2方程的通解，式

中 "; 7 < ,，* 为衍射级次，$8，%8 和$*，%* 分别是

入射波矢和第* 级衍射波矢在 $ 方向和 ’ 方向上的
投影，)8，+* 分别表示相应于#的入射波、第 * 级

衍射波的复振幅系数，本文令入射波的 )8 为单位

振幅 !

图 , 衍射光栅工作示意图

由光栅方程

C$D"* 7 C$D"! = *!% ， （*）

入射、衍射波矢 , 7 *!E!，光栅波矢 - 7 *!E%，得

$* 7 ,C$D"* 7 ,C$D"! = *-， （F）

%* 7 ,G’C"* 7
,* <$*" * （, 6$*），

; $*
* < ," * （, H$*）

{
!
（I）

光栅绝对衍射效率定义为

&* 7 J +* J * G’C"* EG’C"!， （)）
因此，只要求出各级次衍射波复振幅系数 +* 即可

求出光栅各级衍射效率&* !
积分法的巧妙之处在于使用泛函理论把微分形

式的 -./01’/%2方程及其边界条件转化为一个积分
形式的方程，求出其特解，然后比较特解和通解的形

式，通过待定系数法求出复振幅系数 +* 的表达

式［,,］!由泛函理论，-./01’/%2方程变为"

*. 7｛

"

*.｝=’K.
K/
(" =

"

·（!’.("）， （"）

其中，. 表示衍射场函数，｛｝表示这样一个分布：描
述它的函数在光栅槽形曲线 " 上无定义，在其他处
即为大括号内表示的微分运算 !’. 和’K.

K/
表示 " 外

法线方向上 . 和K.K/的跃变，(" 表示 " 上的狄拉克分

布 !设 0 是某一泛函空间，(0 是 0 上的单位卷积泛
函（0 上的狄拉克分布），1 为在0 上的分布，)为’.

或’K.
K/
，2（$L，#（$L））为 " 上的一点，将 1 和)(" 代

入（"）式并比较得到衍射场的积分形式：
. 7 1#)(3

7$
%

8

1［$ < $L，#（$）< #（$L）］)（$L）K 4L，（M）

K 4L 7 , = # L *（$L" ）K$L， （N）
其中

1（$，’）7 ,
*;%!

>

* 7 <>

,
%*

.9:（;$*$ = ;%* J ’ J）

为格林函数的一种形式，它是光栅电磁场理论中很

重要的方程，将其代入（M）式后与（,）式比较，得到复
振幅系数的积分表达式为

+* 7 ,
*;%%*$

%

8

.9:［< ;%*#（$）< ;*-$］

O*
P
（$L）K$L， （Q）

其中

*
P
（$L）7)（$L） , = #L *（$L" ），

根据（,）式，设入射场为 .!，! 为光栅的外法线方
向，.! 沿 ! 的微分有如下形式［,,］：
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!!"［#，$（#）］
!% " # $［!% &"% $’（#）］

( )*+［# $!% $（#）］, （-%）
为了研究问题方便，令

&（#，#’）" -
.’!

/

( " #
[

/
) #"(

!(
$ ’（# ]）

( )*+［$(*（# # #’）
& $!( $（#）# $（#’）］， （--）

&（#，#’）称之为核函数，) 为符号函数 , 01和 02波

的 &（#，#’），#
3
（#），#

3
（#’），!!

"

!%满足如下关系：

!!"

!% " 4 -
.#

3
（#）#"

’

%

&（#，#’）#
3
（#’）!#’，（-.）

上式即为第二类 56)!789:积分方程，其中

#
3
（#）"$（#） - & $’ .（## ）,

设在一个光栅周期（%，’）内有均匀分布的点 #-，#.，

#;，⋯，#+，⋯，#,，, 称为积分步长，数值求解时积分

方程变为线性方程组，解线性方程组得到#
3
（ #+）继

而由（<）式得到 -( ,

; = 核函数的简化及其数值分析

核函数（--）式是一个无穷级数，数值计算时需
要进行截断选取，决定积分法计算时间长短和计算

精度的最重要的参数就是截断级次，设截断级次为

.，所截取的级次即为 # .：.，（--）式在 # # #’ " %
时具有奇异性，为了避免奇异性，将其近似表示为如

下形式：

&（#，#’）" # $ ’（# [） -
.’!

.

( " #.

"(

!(
& $
.!" ]%

# -
>!

$ ?（#）
- & $’ .（#）

， （-;）

（-;）式收敛很快，形式也很简单，对于计算时间影响
较小，下面主要讨论 # # #’$%时核函数的形式 ,核
函数的表达式（--）式截断后写为

&（#，#’）" -
.’!

.

( " #
[

.
) #"(

!(
$ ’（#’ ]）

( )*+［$!( $（#）# $（#’）

& $(*（# # #’）］， （->）
上式的 .. & -个函数项对应着代表传播波的函数
项和一部分代表倏逝波的函数项，倏逝波虽然不携

带能量，但它在决定各传播波如何分配入射波的能

量中起着举足轻重的作用 , . 值越大，计算结果越
准确，随之而来的是更长的计算时间，但并不是 .
值越大越好，由于计算机有限的精度，随着 . 值的
增大，计算结果会逐渐收敛于某一确定数值，因此在

满足计算结果稳定性较好的情况下，应适当选取 .
的值 ,

!"#" 衍射波矢的镜像方程

根据（.）式得到任意级次 @ABB68C设置下的光栅
方程 .DAE%" " # (&’F’（(& 代表任意级次），将其代
入（;）和（>）式中得

"( "（.( # (&）* F.，

"(’ ""# (& (&
" #（.( # (&）* F.， （-G）

!( "!(’ "!# (& (&
，

由此式可以看出 ( 级和 (’ " # ( & (&级对应的 #
方向的衍射波矢互为相反数，/ 方向的衍射波矢相
等，它们的比值之和为

"( F!( &"(’ F!(’ " %， （-H）
显然，( 和(’关于 (I " (&F. 呈镜像对称，类似地，

"( F!( 和"(’ F!(’ 也关于 (I 镜像对称，不妨称方程

（-H）为衍射波矢的镜像方程（以下简称镜像方程），
虽然它没有实际物理意义，但对于核函数却起着重

要的作用 ,理论上计算光栅衍射效率大多是在 # -
级 @ABB68C设置下，现取 (& " # -，则 (I " # -F.（!
轴），如图 .所示，衍射级次 # -和 %，# .和 & -对应
的"( F!( 和"(’ F!(’关于!轴镜像对称 ,

图 . 镜像方程在波矢空间的对称分布

实际上，镜像方程可以简化为更加简捷的形式，

根据（;）和（>）式可以得到"( F!( " BJE%(，"(’ F!(’ "
BJE%(’将它们带入（-H）式得%( &%(’ " %，从图 .也可
以看出入射角%# -和%%，%# .和%& -关于!轴镜像对
称 ,特别地，当 (& " .0，0 为整数时，存在级次 (&F.
" 0 与!轴重合，所有衍射级次关于级次 0 对称 ,
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!"#" 核函数的对称性与计算时间

为了提高计算速度，下面利用镜像方程将核函

数（!"）进行简化，设 ! # "（ #）$ "（ #%），$ # # $
#%，% 分为 $ & & $ !和 ’ &（& $ !）两个区间，则

’（#，#%）# !
( {( !$!% # $

[
&
) $!%

"%
" %（# ]） )*+［,"%! - ,%*$］

-!
&$!

% #
[

’
) $!%

"%
" %（# ]） )*+［,"%! - ,%*$ }］， （!.）

将镜像方程（!/）代入上式得

’（#，#%）# !
((!

&$!

% #
{ [

’
) $!%

"%
" %（# ]） )*+［,"%! - ,%*$］

[- ) -!%

"%
" %（# ]） )*+［,"%! $ ,%*$］)*+（$ ,*$ }）， （!0）

上式为具有对称性的简化核函数 1为叙述问题方便，
简化前称为模型 !，简化后为模型 ( 1
比较（!0）和（!"）式，从核函数的数学形式来看，

原来的 (& - !个函数项的和简化为 & 个函数项的
和，简化后的核函数的函数项的个数约为简化前

的 !2( 1
下面从数值计算的角度比较两者的计算时间 1

选取相同的模拟条件，即 !）入射条件：波长# #
!’!3的单色平面波；(）光栅模型：周期 ( # !’!3，
定向角$$ # !45（图 !中光栅一个周期单元内三角形
的左底角），槽顶角%# 6’5（图 !中光栅一个周期单
元内三角形的顶角）的镀铝光栅；7）数值条件：积分
步长 + # (’(；"）计算机软硬件系统：使用 89:;9< 编
码，处理器 =>:); ?)>:@A3 " (B// CDE，二级缓存
!’("F<G:) H9IJ)，总线计时器 !77B/ 8DE，4!(8<G:)内
存，K@>LMNO P?系统 1分别计算 $ !级 Q@:RRMN设置下
的 ST和 S8偏振波衍射效率，由于 (27 U#2( # ! U
(，所以，此系统为只有 ’级和 $ !级的二能级系统，
如表 !所示，模型 (的计算时间约为模型 !的 !27 1

表 ! 模型 !与模型 (的计算时间（单位：O）

衍射级次

偏振态

$ !级 ’级

ST S8 ST S8

模型 ! (00B46" (6!B7!7 (06B!"/ (6(B4"7

模型 ( !’!B"4/ !’(B!4. !’!B.04 !’7B406

无论从数学形式还是数值计算结果都可以看

出，镜像方程的引入比较明显地提高了计算速度，很

大程度地提高了核函数的性能，对于积分法的改进

具有实际意义 1

!"!" 核函数的等比性与收敛性

积分核函数以往的计算基本上都是在截断级次

& 下选取了 (& - !个函数项，用其和式来近似无穷
级数的和，对于代表着倏逝波的剩余项 % # $ V &
$（& $ !）和 % # & & V不予考虑，但是，本文从数值
计算的结果发现，这些剩余项不仅呈一个 )指数函
数的等比数列，而且它对收敛性也有影响 1剩余项的
核函数为

’（#，#%）# !
( {( !$&$!

% # $
[

V
) $!%

"%
" %（# ]） )*+［,"%! - ,%*$］

-!
-V

% #
[

&
) $!%

"%
" %（# ]） )*+［,"%! - ,%*$ }］， （!6）

根据（7）和（"）式得
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!! ! " #"! # $ ""%

% #"! # $ "
&

"’

#"! # ( ) ⋯，

当 !!*时

!! "" #"! # ! " !# ) "+,-#$ ，

./!! "$ "/ #"! #，"! /!! "0 " 1

表 % 两轴波矢比随衍射级次变化的的数值结果

! 2 . 3 .2 %2 ’2 42 &2 .22

"! 5!! 26377’ $ .6(’.4" $ .62.72" $ .622’4" $ .622.%" $ .6222(" $ .6222." $ .6222." $ .62222"

!8 $ . $ % $ 4 $ .. $ %. $ ’. $ 4. $ &. $ .2.

"!8 5!!8 $ 26377’ .6(’.4" .62.72" .622’4" .622.%" .6222(" .6222." .6222." .62222"

表 %为 $ .级 9,::;<=设置下，"! /!! 和"!8 /!!8随

衍射级次变化的的数值结果，可以看出，所有选取的

衍射级次，无论是传播波还是倏逝波都关于!轴
（ $ ./%）对称，还有，随着 # ! #和 # !8 #的增大，"! /!!

和"!8 /!!8的值分别趋近于 $ "和 " 1将当 !!*时的

!!，"! /!! 代入到（.>）式中可以得到一个等比数列
的求和函数式：

%（&，&8） {!
［’ ) " ( 8（&8）］?@A［（"2 ) $ *#) $ "*#+］

?@A（#) ) "#+）$ .

)
［’ ) " ( 8（&8）］?@A［（$"2 ) $（* $ .）#) ) "（* $ .）#+］

?@A（#) $ "#+）$ }. ， （%2）

此式即为 ! ! $ * B $（* $ .）和 ! ! * B *的核函
数表达式 1
镜像方程得到的（.&）式与由 ?指数级数等比性

得到的（%2）式之和称为模型 (，下面比较利用模型
.，%，(计算上面光栅模型的收敛性情况，如图 (—4，
分别计算了 CD波和 CE波 $ . 级，2 级的衍射效率
随截断级次 * 变化的曲线 1

图 ( CD波 $ .级衍射效率

图 (—4的共同规律是，模型 .和模型 %的效率
曲线比较接近，收敛性相当；模型 ( 的曲线更加平
稳，收敛性要好于 . 和 %，当 * F &2 时结果趋于
稳定 1

图 ’ CE波 $ .级衍射效率

图 3 CD波 2级衍射效率
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图 ! "#波 $级衍射效率

!"#" 三种模型综合性能的比较

从计算时间和收敛性综合比较三种模型的性

能 %模型 &和模型 ’的收敛性相当，但是，模型 &的
计算时间为模型 ’的约 ’()，故模型 &的性能优于模
型 ’ %当然，如果减小积分步长，模型 &相对于模型 ’
计算时间会更小 %由于（&$）式只是对等比级数求和，
计算中没有循环过程，对计算时间几乎没有影响，模

型 )的计算时间几乎与模型 &相当，收敛性却要优
于模型 &，因此，模型 )的性能优于模型 &，它不仅缩

短了计算时间而且提高了收敛性 %综上所述，本文提
出将核函数的无穷级数简化为一个对称性级数与一

个等比级数之和的方法具有实用意义 %

!"$" 核函数等比性在偏 %&’’()*设置下的推广

实际使用中，光栅经常在偏 *+,,-./ 设置下工
作，下面考察此设置下核函数的性质 %设!! 0" 1

!"，"为入射波矢与衍射波矢的夹角，称之为偏离
角，由光栅方程（&）得

!" 0"(& 1 2+31’［!#(（&#）(4.2（"(&）］，（&’）
由于"的存在，$!，%! 的数学形式发生改变，镜像

方程不再严格成立 %现取"0 56，表 )中数据说明了

$! (%! 及$!7 (%!7 的数值结果随截断级次变化的趋

势 %可以看出，当截断级次 8 ! 8!&$时，镜像方程近
似成立；当 8 ! 8 9 &$时，镜像方程不成立 %数值计算
结果表明，随着"角的增大，$! (%! 与 1$!7 (%!7差值

变大，在数值上使镜像方程近似成立需要更大的截

断级次，利用镜像方程缩短计算时间的方法失效 %但
是，当 !":时，$! (%!# ; <，核函数的等比性在偏

*+,,-./设置下仍然适用，（&$）式依旧成立，不妨将此
时的（’=）与（&$）式之和称为模型 = %
在光栅的应用中，根据不同的光学系统!有不

表 ) "0 56时的偏 *+,,-./设置下的数值结果

! $ ’ > ’$ &$ =$ !$ 5$ ’$$

$! ?%! $@!A!! 1 ’@)$&A< 1 ’@$’!!< 1 ’@$$=>< 1 ’@$$’&< 1 ’@$$$)< 1 ’@$$$’< 1 ’@$$$’< 1 ’@$$$$<

!7 1 ’ 1 & 1 ! 1 ’’ 1 &’ 1 =’ 1 !’ 1 5’ 1 ’$’

$!7 ?%!7 1 $@=5B> ’@)B$’< ’@$’A)< ’@$$=!< ’@$$’&< ’@$$$)< ’@$$$’< ’@$$$’< ’@$$$$<

图 A "C波 1 ’级衍射效率

同的取值 %下面给出当"取 ’$6和 )$6时，"C，"#两
种偏振波在模型 =与模型 ’下的收敛性分析结果，

图 5 "#波 1 ’级衍射效率

如图 A，5所示 %可以看出，模型 ’的曲线族起伏或斜
率较大，模型 =的曲线族相对比较平坦 %由此可知，
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!）模型 "的收敛性要好于模型 !；#）当!取不同值
时，只是衍射效率的数值不同，模型 "收敛性基本保
持不变，即!对计算精度没有影响 $

" % 结 论

通过变换光栅方程推导出 &’(()*+ 设置下衍射
波矢的镜像方程，用其简化积分核函数（未作任何简

化的原始模型 !）得到代表传播波和一部分倏逝波
的模型 # $在模型 #和 !的基础上，添加利用 ,指数
函数等比性简化所得截断级次以外的完全代表倏逝

波部分的核函数，分别得到模型 -和 " $通过数值计
算得到如下结论：

!% 在 &’(()*+设置下，引入衍射波矢的镜像方程
可以提高计算速度，具有 ,指数函数形式的倏逝波
部分的核函数可以改善收敛性，相对于原始方法（模

型 !），模型 - 不仅提高了计算速度，而且提高了收
敛性 $

# % 模型 - 这种简化核函数的方法适合所有衍
射级次的 &’(()*+设置 $

- % 在偏 &’(()*+设置下，模型 "相对于模型 !有更
好的收敛性，而且偏离角!对计算精度没有影响 $

［!］ .,(’( / !012 ! $ " $ #$%& $ ’$( $ )%*(+ !"# ""2"
［#］ .,(’( / !011 ",- $ ./0 $ $% #"0
［-］ .3435,36 7，8’9* /，:*;,’<<= > !01? ! $ " $ #$%& $ ’$( $ )%*(+

!"$ "#"
［"］ @3A<(), B !0?C 1 $ ./0 $ ’2$ $ #3 $ "& "0D
［2］ E*)3A & F #DD! )*2$ $ ’)45 $!’( !
［1］ /3(G<H,I9! J，KLGM’9(I E，:I,,M3NN O > #DD1 !23367 $ !23/60 $

)89+ $ ( 0C
［?］ PG*6 Q >，R3N5 &，R3N5 P > #DD! #$0% )89+ $ ’(7 $ %# !D"1（’N

QG’N,<,）［周传宏、王 磊、王值恒 #DD! 物理学报 %# !D"1］

［C］ O3A3NG,<G’5，PG6 > Q #DD? #$0% )89+ $ ’(7 $ %" -C0-（’N QG’N,<,）

［巴音贺希格、朱洪春 #DD? 物理学报 %" -C0-］

［0］ PG6 > Q，O3A3NG,<G’5 #DD? #$0% ./0 $ ’(7 $ !) !!2!（’N QG’N,<,）

［朱洪春、巴音贺希格 #DD? 光学学报 !) !!2!］

［!D］ O3A3NG,<G’5，PG6 > Q #DD? ./0 $ )*,$(+(27 $ 57: $ (% !（ ’N

QG’N,<,）［巴音贺希格、朱洪春 #DD? 光学精密工程 (% !］

［!!］ .,(’( / !0CD 5;,$0*23%:7,0($ <8,2*9 2= >*%0(7:+（ S,+ T*)U：

KV)’N5,)WX,)I35）V-2
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