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研究了受色交叉关联噪声驱动的基因转录调节系统的瞬态性质（平均首通时间）+据 ,-./0-. 定理和 1-2 近似方

法得到相应的 1-003456789:0 方程，求出稳态概率分布函数的表达式 +在此基础上运用最快下降法得到平均首通时

间的近似表达式 +经过数值计算，结果表明：在强关联，小关联时间条件下，蛋白质的浓度经历了开"关"开；在弱

关联，大关联时间条件下，蛋白质的浓度经历了开"关 +在基因转录过程中出现了重入现象 +
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! E 引 言

噪声理论对非线性系统的影响已经吸引了很多

学者的注意，其理论应用到了生物系统［!—!"］，双稳系

统［!*—"%］，激光 系 统［"$—*!］，生 态 系 统［*"—*(］等 各 个 领

域 +噪声能够产生很多奇异的现象 +例如在基因选择

过程中，出现重入现象［!，!!］；关联噪声强度能够破坏

对称双稳系统的对称性，导致从单峰变为双峰［!*］+
噪声也可以引起随机共振现象出现［’，"*，"%］等等 +尤其

是在生物系统中揭示非线性条件下噪声产生的各种

重要效应，研究这些效应的产生条件，机理及其应

用，已成为生命科学发展中的一个重要的前沿领域，

其研究成果正推动着许多学科的发展和相互交叉 +
基因转录调节系统是关于转录因子促进基因转

录的调节网络的模型模拟［%，!"，*)—;&］+ 在不受噪声干

扰条件下，这个模型的研究已经很多，并且考虑了时

间延迟的影响 +然而，由于自然界总是存在着波动涨

落，因此研究噪声作用下的基因转录调节系统的动

力学性质是十分必要的 +文献［%］考虑到在蛋白质的

合成率 !F8G和蛋白质的降解率 "H 上存在着随机涨

落，引入了高斯白噪声，研究了噪声源独立和白关联

的情况下，蛋白质浓度的稳态和瞬态性质，得到很有

意义的结论：噪声源独立时，随着乘性噪声强度的增

长，蛋白质浓度经历一次转化；关联时，蛋白质浓度

经历两次转化 +然而，在他们的工作中认为噪声源之

间的关联时间为零 +
现实中，真正噪声的关联时间虽然很小，但是并

不严格等于零 +对关联时间为零的噪声，它的功率谱

由相应关联函数的傅里叶变换给出，与频率无关，功

率是趋于无穷的 + 然而，实际的功率不可能是无穷

的 +也就是说，只有当系统的弛豫时间远远大于关联

时间时，才认为关联时间为零，以理想模型来处理 +
因此考虑有限关联时间对系统的影响是合理的，更

接近实际的过程 +一般说来，只有分析系统随时间的

演化，才能更全面地反映噪声对系统动力学行为的

影响 +平均首通时间是描述逃逸问题的基本量之一，

是系统从一个稳态出发穿越势垒进入另一势阱所用

时间 的 平 均 值，用 来 描 述 非 线 性 系 统 的 瞬 态 性

质［;，%，)—!&，!%，!)，""］，也是刻画该系统动力学动态性质的

一个重要方面，所以研究色交叉关联噪声驱动的基

因转录调节系统，考察其瞬态性质对真正的转录过

程有一定的探索意义 +
本文研究了受色交叉噪声驱动的基因转录调节

系统的瞬态性质：平均首通时间 +在 1-003456789:0 方

程的基础上给出平均首通时间的解析公式，然后进
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行数值计算，最后给出结论 !

" # 基因转录调节系统［$，%"，&’—()］

%**’ 年 +,-./0 等人提出了一个关于转录因子

促进基因转录的调节网络的模型 ! 这个模型包含着

转录因子（1234）的二聚合化、1234 的正反馈作用以

及非线性相互作用力，它可以很好的解释某些实验

现象 !其基本机理如图 % 所示 !

图 % 基在正反馈的基因调节环路的模型（转录因子 1234 形成

二聚合物后被磷酸化，然后以最大转录概率 ! 5 来激活转录 ! 这

个二聚合物是附着在 674 上的相应的附着区域 "#3$ ! 1234 以概

率 !8 降解并以概率 %9:;合成）

根据这个模型所示的几个生化反应，可以写出

其蛋白质 1234 的浓度随时间演化的偏微分方程
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其中 ’8 是没有附着到 123?@; 上的二聚合物的浓

度，& 是蛋白质 1234 的浓度 ! 这个模型可以包含两

个稳定态或包含一个稳定态 !若要系统处于双稳区，

[
则其参数应该满足下面的方程：
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当系统处于双稳区时，基因转录具有两个稳定态解

& = < " > (! C&D-;（!）=（%9:; = ! 5）C（&!8），

& > < " > (! C&D-;（! = "!C&）

=（%9:; = ! 5）C（&!8），

以及一个不稳定的定态

&E < " > (! C&D-;（! = (!C&）

=（%9:; = ! 5）C（&!8），

其中
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可以从图 " 中看到这个系统双稳势的形状 !

图 " 基因转录调节系统所具有的双稳势（其参数值分别为 ! 5 <

A，’8 < %)，!8 < %，以及 %9:; < )#(!其两个稳定的定态解分别为 & >

")#A($ 和 & ="(#&，不稳定的定态解为 &E"%#$）

&# 基因转录调节系统的平均首通时间

大量的实验表明在蛋白质的合成率 %9:;和蛋白

质的降解率 !8 上是存在着随机涨落的 !文献［$］在

这两个项上考虑其波动，引入高斯白噪声，得到了与

随机动力学机理对应的 H:I/JK0 方程
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其中，"（ "）和#（ "）分别是高斯白噪声，它们具

有下列性质：

〈"（ "）〉<〈#（ "）〉< )， （(）

〈"（ "）"（ "L）〉< "*$（ " > "L）， （$）

〈#（ "）#（ "L）〉< "%$（ " > "L）， （A）

考虑关联噪声的关联时间不为零，即

〈"（ "）#（ "L）〉<〈#（ "）"（ "L）〉

<& %! *
’ [/MN > O " > "L O ]’

! （G）

* 和%分别是乘性噪声和加性噪声的强度 !&是加

性噪声和乘性噪声之间的关联强度，其范围为 )#&
#% !’是乘性高斯白噪声和加性高斯白噪声之间交

叉关联的关联时间 !
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由于蛋白质 !"#$ 的浓度 ! 不可能为负值，因

此在 !!% 的情况下，应用 &’()*’( 定理和 "’+ 近似

方法可以得到对应方程（,）的近似 "’**-.#/0123* 方

程，即概率分布随时间的演化 方程［4，5，67，65，8,］
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方程（:）的近似稳态解为

" AD（!）9
,"6（!）（! # !-），

."8（!）（! ! !-）{ C
（6,）

必须注意的是，在上式中的 ,，. 满足 ,"6（!-）9 ."8

（!-）（定态分布函数的连续性），且保证了 " AD（ !）的

归一化，"/（!）（ / 9 6，8）满足下列方程：
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其中 +6（#）9 +（#，! ; ），+8（#）9 +（#，! < ）由（68）式

给出 C
在定 态 情 况 下 求 解 方 程（64），并 用 %（ !）和

&（!）的表达式，可以得到其定态概率分布函数为
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其中 06 和 08 为归一化常数，1/（!）是系统的修正势，
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上式中的 %，&，2，3，!G 分别为
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此时广义势函数为

1（!）9
16（!） （! # !-），

18（!）< 4 （! ! !-）{ C
（6=）

其中 4 9 16（!-）; 18（!-）C
这里要强调的是当#趋于 % 时，!G 趋于!，也就

是文献［4］所讨论的噪声源为高斯白噪声，并且两个

噪声源之间的互关联时间为零的情况 C 本文的重点

是考察 互 关 联 时 间 不 为 零 的 情 况 C 此 外，上 述 的

"’**-.#/0123* 方程是在 +（#）J % 的条件下获得的 C
对一个非线性系统，其动力学性质包括稳态和

瞬态性质，而瞬态性质可以用逃逸率或者平均首通

时间来刻画 C平均首通时间是研究考察系统状态之

间的相互转换机理 C在基因转录调节系统中，即从高

蛋白质浓度状态（ ! < ）转化到低蛋白质浓度状态

（ !B）的性质 C由于平均首通时间的精确表达式［46，48］

5（! <$ !B）9%
!B

!<

?!
&（!）"AD（!）%

!

%
"AD（6）?6 （8%）

很复 杂，并 且 很 难 处 理 C 所 以 使 用 最 快 下 降

法［67，4,，44］，但是 * 和"必须远小于势垒$1（ !）9
1（!B）; 1（! < ）时并且很小 C 由最快下降法得到的

平均首通时间为
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! !!!［ ""（# # ）""（#$）］%&’!
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其中

"（#）, %"
& - #!

#! # ’.
% &. # # (( )/01 .# 2

$（#）由（&3）式给出 2

4 5 讨 论

当交叉关联时间为零时，基因转录调节系统的

平均首通时间的已经在文献［6］中有过讨论，这里不

再重复 2我们关心的是交叉关联时间非零的情况 2根
据方程（!&）表达的基因转录调节系统的平均首通时

间，经过数值处理，我们画出了不同噪声参数情况下

的图形，讨论其对平均首通时间的影响 2

图 7 平均首通时间 ! 作为乘性噪声强度 % 的函数（其中!,

85886，", 853，#, 858，856，853，658 2其他参数值与图 ! 相同）

图 4 平均首通时间 ! 作为加性噪声强度!的函数（其中 % ,

858&，", 853，#, 858，856，853，658 2其他参数值与图 ! 相同）

图 7 和图 4 分别给出了不同关联时间下平均首

通时间 ! 作为乘性噪声强度 % 和加性噪声强度!
的函 数 的 图 像 2 在 图 7 和 图 4，选 取 强 关 联（" ,
853）2从图 7 中可以看出，系统的平均首通时间 ! 随

着 % 的增加先是增加，当达到一个极大值后，就逐

渐降低，就是这个 极大值的出现，使得蛋白质 的浓

度能够发生双开关现象 2 也就是基因的状态变化为

开#关#开 2 但是，我们发现 随着交叉关联时间#
的增长，这个极大值逐渐消失，! 变为单调递减行

为 2这种情况与弱关联情形是一致的 2蛋白质的浓度

状态只能发生一次变化，即开#关现象 2由于选取初

始态为 # # ，也就是说开始系统处于高浓度，随着乘

性噪声强度 % 增长，在强关联，小关联时间情况下，

蛋白质的浓度会发生两次变化，存在一个临界的 %
值，使系统的动力学行为变的复杂 2反之，在弱关联，

大关联时间的情况下，蛋白质的浓度只能发生一次

变化，系统的动力学行为相对比较简单 2 因此，可以

看出关联强度"和关联时间#在蛋白质浓度的转化

过程中充当着相反的角色 2图 4 说明 ! 在不同关联

时间下随着!的变换，其变化类似与随 % 的变化 2#
也是加速了蛋白质浓度状态之间的转化 2

图 6 平均首通时间 ! 作为关联强度"的函数（其中!, 85886，

% , 858&，#, 858，856，853，658 2其他参数值与图 ! 相同）

图 6 和图 9 分别给出了 ! 作为"和#的函数的

图像 2从图中可以清楚地看到，随着"的增加，! 是

单调递增的；相反，随着#的增加，! 是单调递减

的 2充分说明，关联强度"和关联时间#在基因转录

（蛋白质浓度转化）过程中起着相反的功能 2 也就是

说，随着"的增加，蛋白质从高浓度状态转化到低

浓度状态所用的时间增加，即抑制了状态之间的转

化；但是随着#的增加，蛋白质从高浓度状态转化

到低浓度状态所用的时间减少，即加速了状态之间

的转化 2
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图 ! 平均首通时间 ! 作为交叉关联时间!的函数（其中" "

#$##%，" " #$#&，#" #$&，#$%，#$’ (其他参数值与图 ) 相同）

%$ 结 论

研究了由色交叉关联噪声对基因转录调节系统

的的瞬态性质（平均首通时间 !），运用最快下降法

给出了 ! 的解析表达式 (分析了关联强度#和交叉

关联时间!对 ! 的影响 (结果表明：关联强度#和交

叉关联时间!对 ! 产生了相反的影响 (随着#的增

大，蛋白质的浓度状态之间的转化变得困难，而且，

出现了双开关现象 (相反，随着!的增大，蛋白质的

浓度状态之间的转化变得容易，而且，仅仅出现了开

!关现象 (值得注意的是在强关联，小关联时间条件

下，蛋白质的浓度经历了开!关!开；在弱关联，大

关联时间条件下，蛋白质的浓度经历了开!关 (这是

一种重入现象 (
了解基因调节系统中蛋白质的浓度之间的转化

规律和波动强度（噪声参数）对系统的影响，可以为

基因药理学的研究提供思路，通过控制相应的参数

达到预期的目的 (
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