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提出了一种将混沌序列变换成均匀伪随机序列的普适算法 H这种算法基于计算机浮点数表示的 I4- 位操作，不

针对任何具体对象，可将任意连续或分段连续分布的实型随机变量转换成均匀分布的随机变量 H理论分析表明，这

种算法源于实型随机变量中普遍存在着的沿 I4- 位以指数规律增强的均匀化趋势 H任何实型的混沌序列，不论来自

混沌映射系统还是混沌微分动力系统，都可以在同一个标准算法下变换成均匀分布的伪随机序列，因而是混沌伪

随机数发生器标准化模块设计和硬件实现的关键技术基础 H
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! N 引 言

高质量伪随机数发生器（*9)M50K,+/50. /M.I),
<)/),+-0,，OPCQ）广泛地应用于信息加密、数值仿真、

电子游戏、统计分析、分布式计算等领域，它的最重

要特性之一是伪随机序列必须服从均匀分布，但是，

这样的 OPCQ 并不多见 H 混沌系统作为一种随机数

源可以构造 OPCQ，如用分段线性映射系统和复合

离散混沌系统构造的 OPCQ 具有均匀性［!—$］，但用

于信息加密时存在参数空间太小等其他缺陷；又如

用 R(KJP;: 混沌系统构造的 OPCQ，需要通过一个

反余弦函数和一个反正切函数变换才具有均匀分布

的特性［%］，影响了计算速度，用 SOQ2 硬件实现时遇

到了极大的困难；文献［E］提出了一种由 !K30<49-48 映

射构造具有均匀性的 OPCQ 的新方法，虽然可以精

确预测其周期性，但涉及素数、三角函数运算，同样

是速度慢而不宜硬件实现 H在现有理论下，绝大多数

混沌系统目前都还不能构造出具有均匀分布特性的

OPCQ，极大地限制了混沌系统在电子信息领域中的

应用和相应的理论研究 H为了克服混沌系统构造均

匀 OPCQ 的理论困难和硬件实现的技术困难，本文

提出了一种随机数均匀化的普适算法 H这种算法基

于计算机浮点数表示的 I4- 位操作，不针对任何具体

对象，可将任意分布（只要求连续或分段连续）的实

型随机变量转换成均匀分布的随机变量，并且运算

速度快，易于硬件实现，是一种自然的因而也是普适

的算法 H这种算法的自然性源于实型随机变量中普

遍存在的一种均匀化趋势，而它的普适性则是由于

这种均匀化趋势沿实型数据的 I4- 位以指数规律增

强，因而可以通过 I4- 位操作得以实现 H采用这种普

适算法，任何实型的混沌序列，不论是来自于混沌映

射系统还是混沌微分动力系统，都可以在同一个标

准算法下变换成均匀分布的伪随机序列，这意味着

任何混沌系统都可以构造出均匀分布的伪随机序

列，因而有望成为混沌 OPCQ 标准化模块设计和硬

件实现的关键技术基础 H

# N 随机数均匀化普适算法描述

$%&% ’() 位的移位操作

TJJJGE% 标准［D］规定，一个实数的双精度二进

制表示由三部分组成（图 ! 所示）：!KI4- 符号位（用 "
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表示），!!"#$% 有偏指数位（用 ! 表示），&’"#$% 尾数位

（用 " 表示），由

（( !）# ) ’!(!*’+ ) ! , "，
* - ! - ’*./，# !｛*，!｝ （!）

换算到十进制数或二进制数 ,

图 ! 0111/&. 实数表示法

引入“左移位 $ 操作”和“右移位 $ 操作”,
定义 ! 如果尾数 " 中第 &!" #$%，&*"#$%，⋯，（&!

( $ 2 !）" #$% 均为“*”，而（&! ( $）" #$% 为“!”，则将 "
的前 $ 位依次移到 " 的右边构成一个新尾数 "，这样

的操作称为左移位 $ 操作，新尾数 " 记为 "" $ ,
例如

移位前 "："""""!*!*!****!!!!⋯!*，

移位后 ""3：*!*!****!!!!⋯!*"""""! ,
左移位 $ 操作用于二进制小数转换为 0111/&. 标准

的双精度数的尾数 ,
定义 # 将尾数 " 中第 *" #$% 设置为“!”，第 !"

#$%，’"#$%，⋯，（ $ ( !）" #$% 均设置为“*”，然后将此 $
位依次移到 " 的左边构成一个新尾数 "，这样的操作

称为右移位 $ 操作，新尾数 " 记为 "# $ ,
例如

移位前 "：*!*!****!!!!⋯!*"!!"""，

重设置 "：*!*!****!!!!⋯!*"""""!，

移位后 "#3："""""!*!*!****!!!!⋯!* ,
右移位 $ 操作用于将 0111/&. 标准的双精度数

的尾数转换为二进制小数 ,

#$#$ %&’ 位变换

（!）式中尾数 " 可视为 &’#$% 的二进制码

" 4 "&! "&*⋯ "’ "! "*，

"% !｛!，*｝，% 4 *，!，’，⋯，&!，&’ , （’）

将其分成高位 ’3#$% 和低位 ’3#$% 的两个码块，记为

"5 4 "&! "&*⋯ "’/ "’3，"6 4 "’& "’.⋯ "! "* , （+）

将 "6 倒置，记为

"76 4 "* "!⋯ "’. "’& , （.）

定义 ( "5 与 "76 对应 #$% 位进行异或运算，记为

"75 4 "5 $ "76 4 "7&! "7&*⋯ "7’/ "7’3， （&）

其中

"7$ 4 "&!( % $ "% ，% 4 *，!，’，⋯，’.，’&，

再将 "75 与 "6 按照高位和低位合并构成一个新的尾

数，即

"7 4 "75 "6 4 "7&! "7&*⋯ "7’/ "7’3 "’& "’.⋯ "’ "! "* , （3）

称 "7 为尾数 " 的 #$% 位变换，记为 )&’｛"｝，即 "7 4
)&’｛"｝, "76 称为 #$% 位变换的变换核 ,

)&’｛"｝的逆变换记为 *)&’｛"｝,因
"5 4（ "5 $ "76）$ "76 4 "75 $ "76，

故 *)&’｛"｝与 )&’｛"｝的算法规则相同，即 *)&’｛"｝4
)&’｛"｝,于是，对任意尾数 " 有

" 4 *)&’｛"7｝4 *)&’｛)&’｛"｝｝4 )&’｛)&’｛"｝｝，（/）

即尾数 " 进行两次 #$% 位变换，其值不变 ,

#$($ 实数的 %&’ 位变换

由（!）式知，在计算机中，一个实数 & 的双精度

表示为

& 4（( !）# ) ’!(!*’+ ) ! , "，
* - ! - ’*./，# !｛*，!｝, （8）

因此，与数学意义的实数性质不同，计算机表示的实

数是可数的，实数的数目是有限的 ,为了研究计算机

表示的实数的性质，不仿用 ’ 表示所有由（8）式给

定的实数的集合，即 ’ 是计算机表示的实数的定义

域，并引入一种计算机双精度实数的简单表示法：对

于实数 &，若 &!’，则 & 简记为｛#，!，"｝，即（8）式为

& 4 ｛#，!，"｝, （9）

用计算机来研究实数，实质上就是研究 #，! 和 " 三

个数 ,
定义 + ｛#，!，)&’｛"｝｝称为｛#，!，"｝的第一类

#$% 位变换，用 (!（&）表示 ,
实数的第一类 #$% 位变换中，# 和 ! 保持不变，

尾数 " 用 )&’｛"｝代换，实数｛#，!，)&’｛"｝｝!’，且由

（/）式知，｛#，!，)&’｛)&’｛"｝｝｝4｛#，!，"｝! ’，故

(!（&）是一对一的 ’ :#’ 映射，逆变换存在 ,
定义 , 对 )&’｛"｝进 行 左 移 位 $ 操 作 后 得

)&’｛"｝" $ ，且令 !7 4 !*’+ ( $，# 4 *，新的实数｛*，!7 ，

)&’｛"｝" $｝称 为｛#，!，"｝的 第 二 类 #$% 位 变 换，用

(’（&）表示 ,
实数的第二类 #$% 位变换由 #$% 变换，左移位 $

操作完成，且｛*，!7 ，)&’｛"｝" $ ｝!［*，!］，故 (’（ &）是

多对一的 ’ :#［*，!］映射，逆变换不存在 ,
定义 - 若｛#，!，"｝!［ ( !，!］，｛*，!*’+ ( $，

)&’｛"#（!*’+ ( !）｝" $｝称为｛#，!，"｝的标准第二类 #$% 位

变换，仍用 (’（&）表示 ,
实数的标准第二类 #$% 位变换由右移位 $ 操
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作，!"# 变换，左移位 ! 操作完成，是多对一的［ $ %，

%］&!［’，%］映射，逆变换不存在 (

!"#" 随机数均匀化普适算法

定理 $ 设实型随机变量!" " 的分布函数

#!（$）) %｛!* $｝连续（或分段连续），若对!进行

第二类 !"# 位变换（或标准的第二类 !"# 位变换）成随

机变量"，则""［’，%］，且其分布函数 #"（ $）以不

大于 +$ ,+的理想偏差服从均匀分布，即

&"（$）) -
-$ #"（$）) %(

该定理表明，对一个实数表示的随机变量只要

采用第二类 !"# 位变换（或标准的第二类 !"# 位变

换），就能获得均匀分布的随机数，简单地说，若!
是一个实的随机变量，则") ’+（!）是［’，%］上均匀

分布的随机变量，这就是随机数均匀化普适算法 (

. / 随机数均匀化普适算法之证明

为了证明定理 %，先引入随机变量分布均匀性

的判断标准 (
定义 % 设!为 ’0 % 二值随机变量，%｛!) ’｝和

%｛!) %｝分别为!) ’ 和!) % 的概率，且 1"2（%｛!
) ’｝，%｛!) %｝）3 ’，令

( ) 1"2（%｛! ) ’｝，%｛! ) %｝）
145（%｛! ) ’｝，%｛! ) %｝）

，("（’，%］，（%’）

则称 ( 为!的概率均匀性指数 (
概率均匀性指数表征了二值随机变量!的概

率分布的均匀性优劣 (若 ( ) %，则 %｛!) ’｝) %｛!
) %｝，!均匀分布；( 越大，!的均匀性越好 (

定理 ! 设!和"为两个相互独立的 ’0 % 二值

随机变量，构造一 个 新 的 二 值 随 机 变 量# )! 6

"（17-+），则#的均匀性优于!和"的均匀性，即 (#
#(!，(##(" (

证明 设 %｛! ) ’｝)$，%｛" ) ’｝)%，则有

%｛!) %｝) % $$，%｛") %｝) % $%，于是由# )!6

"（17-+）及!和"的相互独立性，得

%｛# ) ’｝) %｛! ) ’，" ) ’｝6 %｛! ) %，" ) %｝

)$% 6（% $$）（% $%）

)$ 6（% $%）（% $ +$），

%｛# ) %｝) %｛! ) ’，" ) %｝6 %｛! ) %，" ) ’｝

)$（% $%）6（% $$）%
)$ 6%（% $ +$），

故当$$
%
+ ，即 % $$#

%
+ 时，有

$$$ 6（% $%）（% $ +$）

) % $$ $（% $ +$）%$ % $$，

$$$ 6%（% $ +$）

) % $$ $（% $ +$）（% $%）$ % $$，

反之，当$#
%
+ ，即 % $$$

%
+ 时，上面两个不等式仍

然成立，当且仅当$) %
+ 时等号成立 (

综合上述两种情况有

1"2（$，% $$）$1"2（%｛# ) ’｝，%｛# ) %｝）

$145（%｛# ) ’｝，%｛# ) %｝）

$145（$，% $$）(
同理

1"2（%，% $%）$1"2（%｛# ) ’｝，%｛# ) %｝）

$145（%｛# ) ’｝，%｛# ) %｝）

$145（%，% $%）(
由此，结合定义式（%’），得 %# (## (!，%# (## ("，

故#的均匀性优于!和"的均匀性 (证毕 (
推论 设!和"为两个相互独立的 ’0 % 二值随

机变量，若!与"中任意一个是均匀分布的，则二值

随机变量#)!6"（17-+）也是均匀分布的 (
此结论成立显然 (
定理 & 设实型随机变量!"［’，%］具有连续

（或分段连续）的概率密度函数 &!（ $），将!表示成

二进制形式

! ) ’/!%!+!.⋯!) ⋯， （%%）

则!)"｛’，%｝，) ) %，+，.，⋯是一个二值随机变量序

列，且当 )!8时，!) 趋于均匀分布，即 9"1
*!8

%（!* ) ’）

) 9"1
*!8

%（!* ) %）(

证明 因概率密度函数 &!（ $）是连续（或分段

连续）的，对于!) ，) ) %，+，.，⋯，有

) ) %： %（!% ) ’）)%
%
+

’
&!（$）-$，

%（!% ) %）)%
%

%
+

&!（$）-$，

) ) +： %（!+ ) ’）)%
%
:

’
&!（$）-$ 6%

.
:

+
:

&!（$）-$，

%（!+ ) %）)%
+
:

%
:

&!（$）-$ 6%
%

.
:

&!（$）-$，

⋯⋯
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! ! "： #（!" ! "）!!
#"$%

$ ! %"
#$$%
#"

#（ $$%）

#"

%!（&）&&，

#（!" ! %）!!
#"$%

$ ! %"
#$
#"

#$$%
# !

%!（&）&&，（%#）

故!! ，! ! %，#，’，⋯是一个二值随机变量序列 ( 进一

步，利用中值定理，（%#）式改写成

#（!" ! "）!!
#"$%

$ ! %
%!（&$"

）·
%
#" ! %

#" ·!
#"$%

$ ! %
%!（&$"

），

#（$ $ %）

#" #&$" #
#$ $ %
#" ；

#（!" ! %）!!
#"$%

$ ! %
%!（&$%

）·
%
#" ! %

#" ·!
#"$%

$ ! %
%!（&$%

），

#（$ $ %）

#" #&$% #
#$
#" (

故有

#（!" ! "）$ #（!" ! %）

! %
#" · !

#"$%

$ ! %
（%!（&$"

）$ %!（&$%
）

#
%
#" ·!

#"$%

$ ! %
%!（&$"

）$ %!（&$%
）

#
%
#" ·!

#"$%

$ ! %
%)!（&$）·

#
#"

#
%
#" ·#"$%

* +,-｛%)!（&%），%)!（&#），⋯，%)!（&" ）｝·
#
#"

! %
#" +,-｛%)!（&%），%)!（&#），⋯，%)!（&" ）｝，

其中 &$"#&$#&$%
，%)!（ &$ ）为 %!（ &）在 & 处的导数 (

取极限，得

./+
"$0

#（!" ! "）$ #（!" ! %） ! "，

即

./+
"$0

#（!" ! "）! ./+
"$0

#（!" ! %）(
证毕 (

称!! 为!的第 ! 随机位，简称随机位 (定理 ’ 表

明实型随机变量!中的随机位!! 存在均匀化的一

种自然趋势，这种趋势与!自身的分布无关 ( 几何

上解释为，随机变量!在间隔
%
#" 区间上具有偏差

%)!（&$）·
%
#" 的近似均匀分布，其平均偏差

"" ! %)!（&$）·
%
#"

%
%
#""

%

"
%)!（&）&&

! %
#" ·"

%

"
&%!（&）

! %
#" ·［12 $ 31+（%!（&））

4 &567 $ 31+（%!（&））］， （%’）

其中 12 $ 31+（ %!（ &））为 %!（ &）增量的总和，&567 $

31+（%!（&））为 %!（&）减量的总和 (
显然，%!（&）的变化程度影响了随机位!" 均匀

分布的近似程度，但不会改变它的均匀化趋势 (为了

表征随机位!" 的均匀化趋势，不妨假定"" ! #$ " ，

称为理想偏差，并称随机位!" 是 " 级均匀化的，以

#$ " 理想偏差服从均匀分布 (随机位 " 级越高，均匀

化越好 (
若随机变量!&’，［"，%］’’，定理 ’ 也同样适

应 (只需将!写成类似（%）式的形式

! !（$ %）( * #$ ) * %8!%!#!’⋯， （%9）

其中 ( 对应符号位，) ! %"#’ $ * 对应有偏指数，

!%!#!’⋯对应尾数 (与（%%）式相比，无论 :!:#%（即

)("）还是 :!: ; %（即 ) < "），) 均隐含至少 % 个随

机位，故!" 具有不低于 " 级的均匀化趋势 (
至此，利用定理 # 和定理 ’，定理 % 可证明如下：

根据定理 ’，实型随机变量!& ’，通过（%9）式

及（=）式和（>）式，可以表示成｛(，*，+｝，其中尾数由

?# 位随机位组成，即

+ !!%!#!’⋯!?%!?#， （%?）

且随机位!! 以不低于 #$ !（ ! ! %，#，⋯，?#）的理想偏

差服从均匀分布 (对 + 进行 @/A 位变换，得

!"#｛+｝!!)?#!)?%⋯!)#B!#B⋯!?#， （%C）

其中

!)! !!?’$ ! )!! ，! ! ?#，?%，⋯，#B (
根据定理 #，!)! 的均匀性优于!! 和!?’ $ !（ ! ! ?#，?%，

⋯，#B），即以不低于 #$ !（ ! ! ?#，?%，⋯，#B）的理想偏

差服从均匀分布 (因此，对!进行第二类 @/A 位变换，

得到新的随机变量#，其值

# ! ,#（!）! ｛"，%"#’ $ )，!"#｛+｝* )｝

! "8!)?#!)?%⋯!)#B!#B⋯!?# ( （%B）

设#将以理想偏差"# 服从均匀分布，则由（%B）式表

示的随机位位置及其均匀性可得

"## {+,- #"·#$?#，#$%·#$?%，⋯，

#$#?·#$#B，#$#C·#$#B，⋯，#$?%·#$ }?# ，

即
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!"! !"#! $
随机变量"将以不大于理想偏差 !"#!服从均匀分布 $

% & 随机数均匀化普适算法的实验

以 ’()*+,*- 映射，./0(0 映射和 1(2/03 系统为例

验证随机数均匀化普适算法，前两例是混沌映射系

统，后一例是混沌微分动力系统 $ 都取状态序列 !"

进行第二类 4*, 位变换，分别统计变换前后的概率密

度 $系统迭代计算 56 万次，所得 !" 和 !7 " 8 #!（ !" ）

分成 566 个盒计数 $实验结果表明，无论是映射系统

还是微分动力系统，只要系统是混沌的，状态序列呈

现随机性，通过随机数均匀化普适算法变换，都能获

得均匀性非常好的伪随机序列 $

!"#" $%&’()’* 映射

’()*+,*- 映射采用形式

!"95 8 5 "#!!
" ，!" "［" 5，5］，" 8 6，5，!，⋯ $

当#8 ! 时，状态序列 !" 的概率分布有规律可循，

服从［:］

$（!" ）8 5
$ 5 " !!# "

，

!" "［" 5，5］，" 8 6，5，!，⋯ $ （5;）

通过变量代换%" 8
<2--(+（!" ）

!
可以得到标准的均匀

分布 $（%" ）8 5，%""［6，5］，但是，这种变换用 =>?@
硬件实现非常困难，且运算速度慢 $采用随机数均匀

化普适算法，可得 !7 " 8 #!（ !" ），!7 ""［6，5］，$（ !" ）

与 $（!7" ）的统计结果如图 ! 所示 $统计表明，$（ !" ）

的曲线与（5;）式一致；$（ !7" ）则是均匀的，标准差为

6&6!;;，均匀性好 $（5;）式中有两个微商无穷的点，

即，$（!" ） !" 8 A 5 8 B，是影响均匀性的主要来源 $

!"+" ,-.%. 映射

.C0(0 映射［;］形式为

!"95 8 5 " %!!
" 9 &" ，

&"95 8 ’!" ，" 8 6，5，!，⋯ $
取 % 8 5&%，’ 8 6&D，!6 8 6&DD%#，&6 8 6&65，状态变量

E !" E!5&# $采用随机数均匀化普适算法，可得 !7" 8
#!（!" ），!7"［6，5］，$（ !" ）与 $（ !7" ）的统计结果如图

D 所示 $ 结果表明，$（ !" ）无规律可循，变化剧烈；

$（!7" ）是均匀的，标准差为 6&6%%:，均匀性好 $ 根据

图 ! 随机数均匀化普适算法对 ’()*+,*- 映射序列均匀化的实验

结果（系统参数#8 !，初始点 !6 8 6&DD%#）

图 D 随机数均匀化普适算法对 ./0(0 映射序列均匀化的实验

结果（系统参数 % 8 5&%，’ 8 6&D，初始值 !6 8 6&DD%#，&6 8 6&65）

（5D）式，$（!" ）的剧烈变化是影响 $（!7" ）的均匀性的

主要来源，其影响程度已经高于 ’()*+,*- 映射 $

!"/" 0%12.3 系统

1(2/03 系统是一组微分动力方程［F］，形式为

!·8&（& " !），

&·8 (! " !) " &，

)·8 !& " ’) $

取系统参数&8 56，( 8 !;，’ 8 ;
D ，产生著名的 1(2/03

吸引子；步长取"* 8 6&65，初始点 !6 8 6&D，&6 8
6&%，)6 8 6&#，状态变量 E !" E!!6 $ 采用随机数均匀

化普适算法，可得 !7" 8 #!（!" ）$ $（!" ）与 $（!7" ）的统

计结果如图 D 所示 $ 结果表明，$（ !7" ）是均匀的，标

准差为 6&6!F:，均匀性好；除两个不连续点（对应两
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个吸引不动点）外，!（ "# ）是连续性，但也无规律可

循 ，两个不连续点是影响 !（ "!# ）的均匀性的主要来

图 " 随机数均匀化普适算法对 #$%&’( 系统序列均匀化的实验

结果（系统参数!) *+，$ ) ,-，% ) -
. ，步长!& ) +/+*，初始点 "+

) +/.，’+ ) +/"，(+ ) +/0）

源，影响程度与 1$234536 映射相当 7

0 / 结 论

理论分析和实验表明，随机数均匀化普适算法

的确是一种优异算法 7由于这种算法不依赖随机变

量的具体分布，理论上仅利用随机变量中随机位的

均匀化趋势，技术上只需进行相关的位操作，故这种

算法具有普适的价值，也为硬件实现解决了关键技

术中的理论问题 7
随机数均匀化普适算法主要用来将混沌序列变

换成性能优异的均匀伪随机序列，本文限于篇幅，没

有展开讨论其他均匀性质 7但我们首次将这种算法

用于 89:; 硬件实现 <=>?@AB 混沌系统的 9@C:，伪

随机序列的各种均匀性质，如游程、局部均匀性、整

体均匀性等均得到改善，使之能够通过极为严格的
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