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在改进的平均原子模型的基础上，在中心场近似下用分波法来处理部分自由电子密度分布函数，提高了电子

波函数、电子占据数等原子参数的计算精度 (通过平均近似处理，给出了劈裂的能带，从而改善了物质电子状态方
程的计算精度 (作为算例，计算了 )*，+,等元素的原子能量、电子压强、熵及定容热容 (
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" ? 引 言

在武器物理、天体物理、@AB等很多工程问题研
究中迫切需要物质从低温稀密到高温稠密状态下的

物态方程参数 (由于实验室技术发展的局限，不可能
依靠实验给出大范围物态方程的数据，随着计算机

的发展和理论模型以及计算方法的改进，使得理论

计算物态方程变得更加可靠和实用 (随着温度和压
强的变化，物质本身会经历固、液、气以及等离子体

各态的变化，发生电离、相变等各种过程，理论计算

涉及原子物理及量子统计等多个学科，在具体问题

中还会牵涉到各种物理因素，因而现阶段很难用统

一的理论或实验手段加以描述 (这说明在状态方程
研究中，还有一些很重要的因素有待探讨 (例如早期
的 CB（CD*45<3BE:46）［"—-］及其各种修正理论只能应
用于极高温高压区，F*8<=G56在 H6=I的 CBJ（CD*45<3
BE:463JDE77）模型［1］物理思想基础上发展了用简单平
均原子模型计算任意温度密度下电子状态方程的方

法［0］，从而一定程度上缓和了电子离化的间断跳跃

问题，但中低温下的计算结果仍然比较粗糙；

K6LE:45=［/，&］在研究稠密物质状态方程时设计了考虑
背景电子及离子环境的平均原子模型，所给出的

M6，A, 和 H= 的零温状态方程与实验结果［$］符合得
很好，但未见其含温过渡区状态方程的计算结果，可

见用平均原子模型计算含温有界物质状态方程虽然

很有效但还存在着一定的问题，因而必须尝试不断

改进平均原子模型来处理等离子体物性问题 (
本文主要就等离子体的电子压强、原子能量、电

子定容热容以及温熵等热力学参量的理论计算问

题，以改进的含能带效应的分波法含温有界原子模

型为基础，给出包含过渡区等离子体电子状态方程

的计算方法 (作为本方法的应用，对 )*，+, 等离子
体的状态方程进行了计算，并对结果进行了分析 (本
文在计算中除特别说明外均使用原子单位 (

% ? 理 论

$%&% 具有能带效应的分波法对含温有界原子模型
的改善

在等离子体环境下，由于密度产生的压制电离

效应会使外壳层束缚电子的能级自然劈裂为能带，

那么占据在原来能级上的电子就会按照一定的统计

概率按照态密度重新分配在能带中的各个能级上，

由于能带的存在使得高激发态束缚电子的离化就变

得连续了 (我们知道，在求解径向 J>D:NO6=PE: 方程
时，严格确定电子波函数取第一类还是第二类边界

条件是没有太大意义的 (当原子中的电子波函数取
第一类边界条件与第二类边界条件之间的允许值

时，电子的能级就具有了一定的范围，这个能级范围

也可以叫做“能带”(
得到能带后，束缚电子中对应于 !"，#" 能带上
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的电子态密度 !"（!）应满足归一化条件
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式中的!!
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" 分别为由第二类和第一类边界条件所

解出的能带上、下限 &"" 为角动量取 #" 时的简并度
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由平均近似得到满足归一化条件的态密度形式为
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由上式按 +,-./01/-23分布得到束缚电子的占据概率
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则 &"，#" 能带束缚电子的占据数 ’" 为
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由泊松方程可以得到自由电子径向密度分布

$$（ (）为
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式中 +!#（ (）表示能量取!，角动量取 # 并按能量归

一化的自由电子径向波函数 &
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#.24为自由电子分波轨道的上限，其值由下式决定：
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#.24（ #.24 ( %）

(’ $ 9 & （>）

但是考虑到在高温情况下 #.24会很大，使程序计算

量无法承受，可以把（;）式以分波界限 #9 分为高分

波和低分波两部分，其中高分波部分通过 ?@AB近
似后化简为统计形式，低分波部分仍用分波法精确

计算
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这里 #9 的取值视所需计算量和精度决定，#9 在收敛
范围内取值越大则精度越高，但程序计算量也会越

大 &在本文中 #9 取为 ’9 &总电子数 , 为
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图 %给出了 DE元素在温度为% &9 ,F，密度为 %9
G63.* 时外壳层的能级劈裂为能带的计算图，其中放

大图为能级范围 ) 7&9 2& ! &—9 &9 2& ! &的局部能带
图示 &
图 ’—8给出了元素 HE在有能带的分波法、无

能带的分波法以及传统平均原子三种理论模型下束

缚电子和自由电子的径向密度分布，其中图 ’，*是
HE在温度 % $ 8I9 ,F，密度 - $ ’99I9G63.* 下的结

果，图 7，8是HE在温度 % $ %99I9 ,F，物质密度 - $
8I9 G63.* 下计算的结果 &从图 ’可以看出，由于使用
了能带结构计算束缚电子态密度，使用分波法来准

确处理低分波自由电子部分，从而消除了原来统计

方法计算自由电子与求解 J3K-L#/MG,-方程得到束缚
电子方法上的间断区，计算出的束缚电子分布在原

子半径处几乎完全衰减为零，这也符合了束缚电子

主要分布在原子的靠内部分，在原子边界处的概率

近似为零的特点 &从图 *和图 8可以看出，分波法计
算得到的自由电子径向分布带有部分壳层效应的结

果，并且在原子边界处，分波法得到的自由电子分布

值要比统计方法计算出的值大，而具有能带效应的

分波法又比无能带效应的分波法得到的值大，这说

明传统的统计方法计算出的束缚电子中在原子边界

处包含了部分准自由电子，只是由于理论及计算方

法上的不准确造成不能严格区分 &从图 7和图 8还
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可以看出，在温度比较高，密度比较稀的情况下，原

子中外壳层电子的能带比较窄，因而此时有无能带

结构计算出的结果基本一致 !

图 " #$外壳层能级劈裂为能带

图 % 较低温度较高密度下 &$束缚电子的径向分布的比较

表 "给出了分别用不含能带的分波法和具有能
带效应的分波法计算自由电子密度分布自洽得到束

缚态能级的比较；对比表 " 并结合图 %—’ 可以看
到，束缚态能级随着壳层 !，" 的增大，两种模型给出
的结果之间的相对差异也越来越大，这样不但会导致

改进前后原子的能量计算上的差异，也会影响离化度

与电子压强等一些看似与能级无关的敏感量 !

图 ( 较低温度较高密度下 &$自由电子的径向分布的比较

图 ) 较高温度较低密度下 &$束缚电子的径向分布的比较

表 " &$在 ’*+ ,-，%++*+ ./01( 两种模型下计算的束缚

电子能级比较

不含能带的分波法

计算的能级/2 ! 3 !

含能带的分波法计算的

能带上限和下限/2 ! 3 !
4 5 6+"*()() 5 6++*77"8 5 6++*77"8

%4 5 7+*7%)" 5 7+*6"(8 5 7+*6"(8

%9 5 :(*")(+ 5 :%*7+7( 5 :%*7+7(

(4 5 "+*(8%) 5 "+*"":8 5 "+*(88:

(9 5 6*)%"8 5 6*+778 5 6*)%)"

(; 5 "*767+ 5 "*’"7" 5 "*7666
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图 ! 较高温度较低密度下 "#自由电子的径向分布的比较

图 $—%计算了不同温度密度下金属 &’总电子
的径向密度分布规律，在高温或高密度下，电子密度

分布曲线的尾巴走向更趋向于自由电子径向密度分

布的规律 (在极低温度极稀密度下，由于原子基本处
于基态，没有自由电子离化，因而电子密度分布曲线

的尾巴贴近横轴，基本呈束缚电子的密度分布规律 (

图 $ 不同密度 &’电子密度分布与 ! 的关系

表 )和表 *给出了 &’原子能带上下限与束缚
电子布居数随温度及密度变化的数据，表中!+

"，!’
,

分别为第一类边界条件确定的能带下限和第二类边

图 - 不同密度 &’电子密度分布与 ! 的关系

图 . 不同温度 &’电子密度分布与 ! 的关系

界条件所确定的能带上限，#" 为电子布居数 (从表
中可以看出能级的劈裂通常只发生在最外的几个壳

层，并且随着温度密度的升高，发生劈裂的能级数目

也随之增加 (

!"!" 电子状态方程的计算

)/)/0 电子压强的计算
在巨正则系综中，无量子交换效应的电子压强

可由巨配分函数"得到，即

)!12 物 理 学 报 !-卷



图 ! 不同温度 "#电子密度分布与 ! 的关系

" $ #!%&!
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等离子体内电子的动压 %) 是电子在接合部动

量转移的结果，因而主要在元胞间的结合部起作用，

不直接依赖等离子体或固体的位形结构 ’由于模型
中已经把自由电子判据作了修改，一部分波函数能

延及边界处的电子已划归分波法处理，剩下的束缚

电子的径向波函数基本不能延伸到原子边界处，束

缚电子配分函数对体积的导数为零，电子压强就只

能与非束缚电子的巨配分函数有关 ’这样得到的压
强就是电子的动压 ") ’自由电子在原子边界处产生
的动压为

%) $ *
+"*!

,

-

（" . $（&-））

/ *（" . $（&-））0 ’-（ ’- . (）1&" *
- 2"

/（345［（" 0#）1#］. (）0(， （(*）

表 * "#原子在温度 # $ (’- 36下原子能带上下限和电子布居数与密度的关系

(3& $ ( ’- 7189+ (3& $ (-:- 7189+ (3& $ (-- ’- 7189+

";
) 1< ’ # ’ "#

) 1< ’ # ’ *) ";
) 1< ’ # ’ "#

) 1< ’ # ’ *) ";
) 1< ’ # ’ "#

) 1< ’ # ’ *)

(= 0 *>?+:-!(+ 0 *>?+:-!(+ *:---- 0 *>?+:+@(A 0 *>?+:+@(A *:---- 0 *>?*:*?A* 0 *>?*:*?A* *:----

*= 0 BBA:!-+* 0 BBA:!-+* *:---- 0 BBA:?B@> 0 BBA:?B@> *:---- 0 BB>:>AA* 0 BB>:>AA* *:----

*5 0 B+-:A?!A 0 B+-:A?!A >:---- 0 B+-:>!(B 0 B+-:>!(B >:---- 0 B*!:@*+- 0 B*!:@*+- >:----

+= 0 (-B:?!-B 0 (-B:?!-B *:---- 0 (-B:?--* 0 (-B:?--* *:---- 0 (-+:@?++ 0 (-+:@?++ *:----

+5 0 !>:A?+? 0 !>:A?+? >:---- 0 !>:>?B@ 0 !>:>?B@ >:---- 0 !@:B>>A 0 !@:B>>A >:----

+2 0 ?(:@?A* 0 ?(:@?A* (-:---- 0 ?(:B??@ 0 ?(:B??@ (-:---- 0 ?-:*A+! 0 ?-:*A+! (-:----

B= 0 **:(@!+ 0 **:(@!+ *:---- 0 **:->-? 0 **:->-? *:---- 0 *-:!(@> 0 *-:!(@@ *:----

B5 0 (?:>>*> 0 (?:>>*> >:---- 0 (?:@>(? 0 (?:@>(? >:---- 0 (A:B(A> 0 (A:B(A@ >:----

B2 0 (*:*(>( 0 (*:*(>( (-:---- 0 (*:((@B 0 (*:((@B (-:---- 0 (-:!A++ 0 (-:!A*A (-:----

BC 0 +:@A*+ 0 +:@A*+ (B:---- 0 +:BA(( 0 +:BA(( (B:---- 0 *:++>* 0 *:+*-( (B:----

@= 0 +:*->> 0 +:*->> *:---- 0 +:-!>( 0 +:-!>- *:---- 0 *:+A+! 0 (:A*?+ *:----

@5 0 *:-!@! 0 *:-!@! >:---- 0 (:!?*( 0 (:!?(> >:---- 0 (:+@@+ 0 -:?A!( +:(B>+

@2 0 -:+!+* 0 -:+!+* !:A@!A 0 -:*?>> 0 -:*@+A !:!@(?

>= 0 -:*-+( 0 -:*--? -:+>B?

>5 0 -:-@+( 0 -:-@(? -:--(>

共振电子压强 " D 是由于势场的散射造成的，其数

值比动能压强小很多，表达式如下［(-］：

" D $ (
B"#

’-

’ $ -

*（* ’ . (）"
—

%，D3（" %，D3（&-））
*

345［（"
—

%，D3 0#）1#］. (
，（(+）

其中，" %，D3（&-）是分波在元胞边界处的值；"
—

%，D3是加

权平均的共振能位置 ’

根据维里定理，元胞边界处的交换加库仑关联

的压强为

%34 . %8EDD $ (
>$（&-）（$34（&-）. $8EDD（&-）），（(B）

其中，$34（&-），$8EDD（&-）分别为电子的交换势和库

仑关联势，那么电子的总压强为

" $ %) . % D . %34 . %8EDD ’ （(@）
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表 ! "#原子在常密度下（! $ %&’! ()*+!）能带上下限和电子布居数与温度的关系

" $ %’, -. " $ %,’, -. " $ %,,’, -.

!/
# )0 1 # 1 !#

# )0 1 # 1 $# !/
# )0 1 # 1 !#

# )0 1 # 1 $# !/
# )0 1 # 1 !#

# )0 1 # 1 $#

%2 3 456! 1757% 3 456!’757% 4’,,,, 3 456!’8&%& 3 456!’8&%& 4’,,,, 3 45&,’8!48 3 45&,’8!48 4’,,,,

42 3 996’,!6! 3 996’,!6! 4’,,,, 3 996’45,6 3 996’45,6 4’,,,, 3 977’47%6 3 977’47%6 4’,,,,

4: 3 9!,’68&7 3 9!,’68&7 5’,,,, 3 9!%’%,!! 3 9!%’%,!! 5’,,,, 3 9!6’,8&& 3 9!6’,8&& 5’,,,,

!2 3 %,9’&675 3 %,9’&675 4’,,,, 3 %,7’%&87 3 %,7’%&87 4’,,,, 3 %%4’%8&8 3 %%4’%8&8 4’,,,,

!: 3 &5’65&4 3 &5’65&4 5’,,,, 3 &8’,6%5 3 &8’,6%5 5’,,,, 3 %,9’,8!4 3 %,9’,8!4 5’,,,,

!; 3 6%’5897 3 6%’5897 %,’,,,, 3 6%’6667 3 6%’6667 %,’,,,, 3 66’&,,& 3 66’&,,& %,’,,,,

92 3 44’49!, 3 44’49!, 4’,,,, 3 44’9794 3 44’9794 4’,,,, 3 46’9%68 3 46’9%68 %’&&94

9: 3 %6’89!6 3 %6’89!6 5’,,,, 3 %6’&79& 3 %6’&79& 5’,,,, 3 49’6&79 3 49’6&79 7’&774

9; 3 %4’4&89 3 %4’4&89 %,’,,,, 3 %4’7,6! 3 %4’7,6! %,’,,,, 3 %6’9%45 3 %6’9%45 &’78&4

9< 3 !’574! 3 !’574! %9’,,,, 3 !’65,5 3 !’65,5 %!’&&&% 3 &’8!&9 3 &’8!&9 &’7799

72 3 !’479, 3 !’4749 4’,,,, 3 !’949% 3 !’9446 %’&&&5 3 5’5,64 3 5’5,6% ,’&757

7: 3 4’%!%6 3 4’%49& 5’,,,, 3 4’46&, 3 4’46!6 7’&8!9 3 7’47!& 3 7’47!6 4’!46!

7; 3 ,’9%77 3 ,’!9%% 8’887& 3 ,’7%!& 3 ,’9948 5’4,56 3 4’6&&! 3 4’6&8& 4’7,9%

7< 3 ,’4%55 3 ,’%896 %’&!4%

7( — — —

52 3 ,’564& 3 ,’9797 ,’!,%%

5: 3 ,’486& 3 ,’,84% ,’96%4

4 14 14 含温有界原子能量的全分波法计算
我们知道，简并度为 %# 的能级!# 上的电子占据

数可以用 =->+?@A?>0*分布表示，如果不考虑自由电
子的影响，那么，考虑能带后的束缚电子的组态平均

能量表达式可以写为
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式中 ’（ #）为 .#，*# 的单电子积分，)+ 和 -+ 分别为

双电子直接积分和交换积分 1
在广泛的含温有界条件下，由于温度和密度效

应，原子中的束缚电子还会与不断离化出的自由电

子发生相互作用，使得原子的能量发生变化，因而含

温有界原子模型下，精确的原子总能量由：束缚电子

的组态平均能量 &/0F、自由电子的单电子能 & <、束

缚电子与自由电子间的相互作用能 &/ 3 <以及自由

电子与自由电子间的相互作用能 & < 3 <四部分组成

& GHG $ &/0F C & < C &/3 < C & <3 < 1 （%8）
由泊松方程（7）化简得到自由电子的单电子能

& < $!
*"
!+0B

!,

4（4 * C %）!!!*
-B:［（! 3"）)"］C %;!

3"
/,

,

0（ 1）C 2[ ]1 #<（ 1）; 1， （%6）

式中 !!*为自由电子波函数的能态密度
［%%］，#<（ 1）为

自由电子径向密度分布 1
束缚电子@自由电子间的相互作用能 &/ 3 <可以

表达为下式：
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式中 ("（ &），(!#（ &）分别为（ *"，#"）态束缚电子和
（!，#）处自由电子的径向波函数 3
由泊松方程可以得到自由4自由电子间的相互

作用能的直接能部分 ! # " # " "可以表达为
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则原子总能量就由（,9）—（*,）式相应相加后得到 3
热力学熵的计算公式为

+ $ "!
"
［*" :8*" +（, " *"）:8（, " *"）］3（**）

把（**）式按照束缚电子和自由电子分开计算，把自
由电子按照能量和分波展开分别计算得
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;< 计算结果和讨论

图 ,(计算 =>元素在温度分别为 (<(, -?，,(<(
-?，,(( -?，,((( -?，,(((( -?以及 ,((((( -?下电子
压强 ( 随物质密度 - 的大范围变化关系（密度从
,<( @.A%;—,((((( @.A%;），从计算结果中可以看出，

*( @.A%;，9( @.A%; 以及 9(( @.A%; 的地方均显示出了

强烈的原子壳层效应，这是由于原子壳层的压制离

化所导致的；从计算结果中还可以看出，在温度达到

,((( -?及以上时，由于等离子体环境非常强，各种
统计效应占据主导地位，因而本文的计算结果显示

出了极其强烈的统计效果，表现为曲线非常平滑，几

乎为一条直线，在这样高的温度下，原子的壳层结构

已经被破坏殆尽，所以，在曲线上再也看不到原子壳

层结构引起的压制离化现象 3

图 ,( =>电子压强 (与密度 -的关系

表 B列出了 =>元素在温度分别为 ,(<( -?，,((
-?及 ,((( -?，密度分别为 ,<( @.A%;，,( @.A%;，

,(( @.A%;，,((( @.A%; 及 ,(((( @.A%; 时电子动压 .C、

电子交换压 .-’及电子间关联压 .ADEE的计算数据，表
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表 ! 不同温度、密度下 "#的 !$，!%&，!’())关系

温度 "*（%+） 密度 #*（,*’-.） 总电子压强 $*/ 0 # 0 电子动压 !$ */0 # 0 电子交换压（ !%& 1 !’())）*/ 0 # 0 （ !%& 1 !’()) * !$）*2

345 54365 5436. 7 5455. 84559

35 34.33 34..: 7 5458;9 8438.

35 355 :<4635 33.4856 7 3<4<:6 3;48::

3555 .;!3:4:85 .:.5:4<55 7 399:4<93 64565

35555 !3;5.6.4555 !8!8;354555 7 ;8.6<4:!5 34;.6

345 ;4:5; ;4:.5 7 5458. 5489;

35 <<4<;! <<4;;: 7 54356 5436;

355 355 ;534!;9 ;3!48;3 7 384;:. 3498!

3555 !35.64:85 !899<4;55 7 39654;;6 !4635

35555 !3;3;::4555 !8!!8;54555 7 ;8!;345!5 34;.;

345 89<438: 89<48.5 7 54353 545.6

35 8.:64;:5 8.:<4<5! 7 5493! 545.!

3555 355 855<;4<<5 855;84!55 7 !4;!3 5458!

3555 3:936:4355 3::!.854555 7 38;849;< 54<!8

35555 65336<.4555 6595;854555 7 <:36<49:5 34.;9

图 33 "#原子能量 %与密度 #的关系

中还列出了电子间交换关联压相对电子动压的百分

比，从计算结果可以看出在某些密度温度下，!%&和

=&’((相对于 !$ 很大，是不可忽略的，如随着温度的降

低，交换关联作用相对于电子的动压 !$ 也越来越

重要 0
图 33 展示了 "# 元素在温度分别为 5453 %+，

3545 %+，355 %+，3555 %+以及 35555 %+下原子能量
%随物质密度 # 的大范围变化关系（密度从 345 ,*
’-.—85555 ,*’-.），计算得到 "# 的基态能 %5 >
7 3;9<648899 /0 # 0，从图 35 中可以看出，在密度分
别为 :45 ,*’-.，365 ,*’-. 时，计算结果均显示出了

图 38 ?(定容热容 )@ 与温度 "的关系

强烈的原子壳层效应，如原子能量不再随密度的增

加而稳步上升，而是随物质密度的增加原子能量呈

现平台式的缓慢变化现象；这是由于模型考虑的是

孤立原子的能量，在密度比较稀的时候，低壳层会出

现一些空轨道，而密度的增加标志着压力的增大，会

把一些外壳层的电子压回低壳层的空轨道上，使得

电子的总势能下降，从而造成整个原子的能量出现

平台式的变化 0
图 38，3. 分别计算了元素 ?( 在密度为 645

,*’-.，6545 ,*’-. 及 65545 ,*’-. 时，计算得到的电子

定容热容及温熵随密度变化的曲线，对于内部处于
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图 !" #$电子温熵 !"与密度 #的关系

激发的非基态原子，在密度固定的条件下，随着温度

的升高，原子中电子被激发就会变得越来越容易，从

而表现出在物质密度一定的情况下，计算出的电子

定容热容随温度的不断升高而连续增加，但是原子

中电子的壳层结构又使得在壳层没有打破之前，电

子激发所需要的能量是稳定增加的，表现为热容的

增加是光滑稳定的，而在一个壳层被打破时，电子激

发所需要的能量就会发生较大的突变，从而表现为

计算出的电子定容热容对温度的斜率会发生较大的

改变；从图 !"中可以看出，对于内部处于激发的原
子，在密度固定的情况下，随着温度的升高，电子的

离化度增大，自由电子数增多，同时，温度的升高还

伴随着高壳层中束缚电子的减少，因而电子温熵随

温度的增加而增大；同理在温度一定的情况下，随着

密度的减小，电子压强也随之减小，电子的混乱程度

也随之提高，因而表现为电子温熵随密度的减小而

增大 %

& ’ 结 论

通过使用两类边界条件为平均原子模型引进能

带效应，在计算电子占据数时能很大程度的消除离

化度的不正常跳跃现象，从而进一步改善了平均原

子模型 %在计算原子能量的时候，以精确的组态平均
能量为出发点，通过准确地考虑束缚、自由各电子间

的相互作用能，就可以准确地得到整个原子的能量；

通过把自由电子分为高分波和低分波两部分，并在计

算高分波交换贡献时引进一些近似处理就可以保证

在不损失太多精度的情况下解决高温算不动的问题 %

［!］ ()$*+, - . !/01 $%&’ % ()*+ % $,-. % "&’ % !" 2&0
［0］ 345*6 7 89 !/01 /012 % 3’ % 4-1’0- % # :;0
［"］ 34<9*+9 = >，#4?5$@A6, B，(4AA45 7 !/&/ $,56 % /07 % $% !2:!
［&］ C69D E F !/:G $,56 % /07 % &$# 01/
［2］ =$H,9<+6 I 3 !/10 $,56 % /07 % J % !!"1
［:］ -6K45*+9 L J !/1/ $,56 % /07 % I !’ &/G!

［1］ -6K45*+9 L J !//& $,56 % /07 % J %’’ !1!
［G］ JA’?,)MA45 - N，O$5*45 P I !/:; "&7 % $,56 % 89!$ % && 21"
［/］ #49Q R E，PM9 S P !//& 3’:) $,56 % "-1 % (" "&2（ 69 T)694,4）

［孟续军、孙永盛 !//& 物理学报 (" "&2］

［!;］ -44 T #，()$5,$, 7 U !/1G $,56 % /07 % J &$ 0;1"
［!!］ #49Q R E，C)M R = 0;;2 (,-1 $,56 % 40:: % !! "!;
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