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通过精确求解能量本征方程获得量子环的电子能态，并利用电子的基态和第一激发态构造一个量子比特 *对
+,-./01-. 量子环的数值计算表明：当环尺寸给定时，量子比特内电子的概率密度分布与坐标位置及时间有关，在环

内中心位置处电子出现的概率最大，电子的概率密度随柱坐标内的转角作周期性变化，并且各个空间点处的概率

密度均随时间做周期性振荡 *
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( > 引 言

随着分子束外延（@A5）、金属有机化合物气相

沉淀（@BCDE）等技术的发展，已经能够制备出各种

各样的纳米结构，量子环（FG.）作为一种三维受限

的纳米结构，最显著的拓扑特征是中间有一个圆

孔，从而产生了许多独特的光学，磁学和电学特性，

如光吸收、光增益及光反射谱更尖锐，激子和杂质的

束缚能增大，出现永久电流效应，-H1I?,?J6A?H7 效

应，量子干涉效应，量子隧穿效应及库仑阻塞效应

等 *由于这些特性，使得量子环成为演示量子现象的

最佳纳米系统，并且在光电子、微电子和量子通信等

领域具有极大的应用潜力 * 因此，量子环很快成为

近年来研究的热点［(—&］* 其中重要的一个方面是对

量子环中电子特性的研究 * K8 等［%，2］用有效质量包

络函数理论研究了三维 +,-./01-. 量子环的电子

态 * L898MH8, 等［)—$］在能量依赖有效质量近似下，用

有限元方法研究三维量子环的电子态，并分析量子

环形状和尺寸对电子能态和有效质量的影响 * K8
等［N—((］用非线性迭代法研究了不同形状三维量子环

的电子态 *这些研究都采用接近实际情况的有限深

势阱得出了数值解，如采用无限深势阱近似，则可以

获得解析解 *用解析解定量研究量子环的一些性质

是非常方便的 *

量子信息是一个非常热门的研究领域，量子信

息的载体可以是任意两态的微观粒子系统 *为了实

现固 态 量 子 计 算，近 年 来 人 们 提 出 了 各 种 方 案 *
31M17OI1 提出超导电荷量子比特方案［(#］，从实验上

验证了单量子比特的全部操作 * EO1, 等［(&］提出几何

量子计算方案，后来 CP, 等［(%］和 K8 等人将这一方案

进行了创新［(2］* K8 等人［()，(’］在量子点量子比特研究

中提出利用外加电场来增加消相干时间的方案 *王
子武等［($］研究了量子点量子比特 *量子环作为三维

受限量子点的另一种选择，可以选择量子环中电子

的基态和第一激发态作为量子信息所需的二能级体

系 *本文通过解析求解量子环中电子的能量本征方

程，研究 +,-./01-. 量子环中量子比特的性质 *

# > 理论计算

设电子在 +,-./01-. 量子环中运动，为了得到

解析解，我们采用有效质量和无限深势阱近似 *选取

柱坐标系，其坐标原点位于环中心处，! 轴垂直于环

平面 *设量子环的内半径、外半径和高分别为!(，!#

和 " *则单电子的哈密顿量为
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其中#为电子的有效质量 *限制势

第 2’ 卷 第 ’ 期 #""$ 年 ’ 月

("""6&#N"/#""$/2’（"’）/%%%)6"%
物 理 学 报
-CT- UVWX+C- X+3+C-

D?9*2’，3?*’，4O9Y，#""$
"

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
#""$ CH8,* UHY.* X?<*



!（!，"，"）!
"，

（!# !!!!$，

"!"! $!，"! "! #），

%， 其他区域
{

&

（$）

考虑到量子环特有的形状，利用边界条件和归一化条

件，通过求解能量本征方程 $#! %#获得能量本征值
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其中为 )’（ +）是整数阶 +,--,. 函数，".’ 为方程（*）

的第（ & ’ #）个根，量子数 & ! "，#，$，⋯，’ ! "，/ #，

/ $，⋯，( ! #，$，(，⋯ &相应的归一化能量本征函数
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其中 ,’（!）为径向波函数，系数 .&’ 由归一化条件
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4 , .’（!）4 $!5! ! #确定 & #
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,0’" 为"方位的波

函数，
$"# -01 (!

#( )" 为 " 方向的波函数，前面系数分

别为两个方向的归一化系数 &
根据（(）—（3）式，可以研究量子环中量子比特

的性质 &

( 6 量子比特的性质

为了更加清晰地理解量子环中量子比特的性

质，我们对 718-9:;8- 量子环做数值计算，%! "6"$*
’"，其中 ’" 是自由电子质量 &为了确定环中电子的

基态和第一激发态，需对量子环中电子能量做分析

计算 &
图 # 表示当环高 # ! #" 1<，环外径!$ ! 2" 1<

时，量子环中电子能量 %&’# 随环内径!# 的变化曲

线 &插图为有相同环高和环外径时，能量 %"’$ 随环

内径的变化曲线 & 可见，能级 %&’( 随量子环内径!#

的增大而增大，这是因为环外径和环高给定时，环内

径增大使电子的受限程度加强所致 & 当量子环外径

一定时，能级间隔（%&（’ ’ #）( ) %&’( ）随量子环内径的

增大而减小，而能级间隔（%（ & ’ #）’( ) %&’( ）随量子环

径向受限加强而增大，这些都是量子环量子尺寸效

应的显著表现 &
通过分析计算之后，得出量子环中电子能量

%&’( 与环内径!#、环外径!$ 和环高 # 有关，并且随

环中电子受限程度的增强而增大 &

图 # 当环高和环外径给定时，量子环中电子能量 %&’#随环内径

!# 的变化曲线（插图为有相同环高和环外径时，能量 %"’$ 随环

内径的变化曲线）

根据图 # 及量子环特有的选择定则，确定电子

的基态和第一激发态分别为 %""# 和 %" / ## &选取相应

的归一化本征波函数为#"## 和#""# 两能级体系构造

量子比特 & 当电子处于这样一个叠加态时
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叠加态随时间的演化可以表示为
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电子在空间的概率密度
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量子环的尺寸确定为环内径"" ! #$ )/，环外

径"# ! 0$ )/，环高 " ! "$ )/，得出振荡周期为 & !
#!%1（%$"" , %$$"）! #2# & "$, "# ’ .研究量子环中量子

比特的性质的具体结果见图 # 至图 3 .

图 # 当#! #!，! ! 3 )/ 时，对于不同的时间 $，概率密度随"
的变化曲线

图 4 当"! 4$ )/，! ! 3 )/ 时，对于不同的时间 $，概率密度随

#的变化曲线

由图 # 可知，当# ! #!，! ! 3 )/ 时，对于给定的

时刻 $，概率密度随径向变量"的变化而变化，在"

图 0 当"! 4$ )/，#!!，$ ! $23 &，概率密度随 ! 的变化曲线

图 3 当"! 4$ )/，! ! 3 )/，#!!时，概率密度随时间 $ 的变化

曲线

! 4$ )/ 处概率密度最大，在内半径和外半径处概

率密度为零；且概率密度随时间而变，结合图 3 可

知，各不同"处的概率密度随时间以 & 为周期进行

振荡 .由图 4 可知，当"! 4$ )/，! ! 3 )/ 时，对于给

定的时刻 $，概率密度随角度#作周期性变化，也可

以看出，对于给定的角度#，概率密度随时间以 &
为周期进行振荡 .由图 0 看出，当"! 4$ )/，# !!，$
! $23 &，概率密度随坐标 ! 的变化而变化，在 ! ! 3
)/ 处概率密度最大，在下底和上底概率密度为零；

结合图 3 可知，各不同 ! 处的概率密度均随时间以

& 为周期振荡 . 综合上述图 # 至图 3 可知，量子比特

内的电子在环内中心处出现的概率最大，在环与其

他物质交界面处出现的概率为零，环内各点处的概

率密度均随时间以 & 为周期进行振荡 . 由于实际中

的量子环所受的限制势都是有限深势阱，这样，量子

隧穿概率并不为零，量子隧穿的可能性存在，因此，
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电子在环内各处出现的概率密度会比以上计算的值

稍小 ! 但我们总可以对量子环采用深能级势垒，防

止量子隧穿的发生 ! 这样，我们的结果就能够较准

确地反映实际量子环中量子比特的性质 !

" # 结 论

量子环中电子的能量与量子环高度、内半径和

外半径有关，并且随受限程度的增强而增大，这是量

子环量子尺寸效应的显著表现 !由电子的基态和第

一激发态二能级体系构造一个量子比特，对 $%&’(

)*&’ 量子环的数值计算表明：当环尺寸给定时，量

子比特内电子的概率密度分布与坐标位置!，!，"
及时间 " 有关，在环内中心位置处（即 ! + # (,，! +

（!, -!.）(,）电子出现的概率最大，随角度"做周期

性变化，并且各个空间点处的概率密度均随时间 "
做周期性振荡 !
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