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利用解析方法研究了一类 *+,-+./01,23.45/61557 方程 8 由广义变分迭代理论得到了相应方程的解，从而得到了

对应方程孤子的近似解 8
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! K 引 言

非线性问题孤子理论存在于物理学、力学和其

他自然科学领域中，是当前国际上十分关注的一个

研究对象 8 近几年来在激波［!—$］、光波散射［’，)］、量

子力学［(—L］、大气物理［!%，!!］、神经网络［!#］、混沌［!&］、

爆炸与燃烧［!$］等方面都涉及到这一研究 8 非线性孤

子理论各种定量和定性的方法也大量涌现 8 文献

［!’—#&］利用微分不等式、同伦变换、不动点原理等

理论和方法在大气物理、海洋力学、激波、孤子理论、

反应扩散等问题中研究了一系列非线性孤子及相应

的问题 8 本文利用广义变分迭代方法［#$］从一种途径

更简 捷 有 效 地 研 究 了 一 类 广 义 *+,-+./01,23.45/
61557（*06）扰动方程 8

迄今为止，孤子理论大体可以分为两大类 8一类

是基于逆散射变换的孤子微扰论，它已形成了比较

系统和完整的体系［#’，#)］；另一类是孤子微扰论的渐

近方法，其要点是用扰动理论的渐近展开式将非线

性孤子方程转化为线性方程求解 8 这类理论完全摆

脱了对逆散射变换所依赖的直接方法［#(］8 本文所使

用的广义变分迭代方法就属于后一类的进一步改

进 8 本文方法的优点在于思路简明、计算简单，可得

到解的较高近似度 8 另一个突出的优点是这样求得

的扰动解保留了相应的解析特性 8 因而不但能对得

到的结果直接进行定量方面的分析，而且还能进行

更深入的定性方面的解析分析 8 不但如此，本方法

还可适用于其他非线性问题，因此具有较广阔的研

究前景 8
典型的 *06 方程已有一些研究［#)，#(］，这是一

个标准的非线性方程，它代表的是各类相应自然现

象的高度精简和浓缩 8 因此从进一步研究的意义

看，已经不能满足当前科学发展的需要，有必要研究

更能代表真实自然现象的广义 *06 扰动方程 8 本

文就是在这样的背景下提出来的 8
讨论如下一类广义 *06 扰动方程：
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其中 $，%，!为参数，& 为扰动项，设它是关于其变

量为解析的函数 8
在方程（!）中，当 & O % 时，就是典型的 *06 方

程 8 这时，它具有如下单孤子解［#(］：
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其中参数"和 #% 分别表示孤子的运动速度和初始

位置 8

# K 广义变分迭代

为了进一步求得广义 *06 扰动方程（!）的解，
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其中 "—为 " 的限制变量［%)］，!为 *+,-+.,/ 乘子 ! 泛

函（’）式的变分"! 为
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令"! " $，于是有

!!
!" " $% （" 0 #）， （)）
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由（)），（2）式可得

! " $%（" # #）& 1! （3）

由（’），（3）式，我们构造如下广义变分迭代：
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由于广义 *67 扰动方程的结构及扰动项的解析性，

这时

"（%，#）" 89:
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就是原方程（1）的解 !
现选取无扰动情形下的 *67 方程的孤子解
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作为广义变分迭代（5）式的初始近似 ! 将（?）式代入

（5）式，有
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由（5）式可依次得到 "(（ %，#）（( " %，’，⋯），从而得

到方程（1）的孤子扰动解，即

"（%，#）" 89:
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’A 应用举例

若在广义 *67 扰动方程（1）中的扰动项是微扰

的，为计算简单起见，不妨设

)（"，#）"#"%，

其中#为正的小参数 ! 这时相应的微扰方程为

"## # "%% # $% " & &% "’ "#"% （$ >#$ 1）!
（11）

由以上关系式（?），（@），不难得到 *67 微扰方

程（11）的孤子扰动解的一阶近似
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其中$和 %$ 分别表示无扰动情形下 *67 方程的孤

子运动速度和初始位置 !
继续通过（5）式可以依次得到 "(（ %，#）（ * " %，

’，⋯）! 将所得 "(（ %，#）代入（1$）式，便得到 *67
微扰方程的孤子解 "（%，#）!

) A 结 论

1）由广义 *67 扰动方程（1）左端的结构及其扰

动项关于变元的性态以及由本文引入的广义变分迭

代关系（’）式的解析性可知，在相应的条件下，由本

文方法确定的函数列｛"(（ %，#）｝是收敛的 ! 所以本

文用广义变分迭代方法决定的孤子解（1$）式收敛

有效 !
%）本文的广义变分迭代方法的优点还在于这

种方法简捷有效 ! 用此广义变分迭代方法得到孤子

解的收敛快慢，关键取决于初始近似的选取 ! 本文

选取的初始近似 "$（%，#）是采用非扰动情形下的典

型 *67 方程的孤子解（%）式 ! 它保证了对应于扰动

情形下的广义 *67 扰动方程得到在要求的精度范

围内的近似解，特别是对于微扰方程（11）! 因而在

所得结果中能较快速而有效地得到孤子近似解 !
’）本文主要是针对在自然界中常遇到的一个

非线性模型———广义 *67 扰动方程，提供数学的基

本求解方法的理论依据 ! 同时，这种方法不同于一

般的数值方法，本方法得到的是解析解，通过得到的

解可以继续进行解析运算，从而可进一步得到相关

物理量的定性结果和定量结果 !
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