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颗粒物质是由众多离散颗粒组成的软凝聚态物质，涉及多个物理层次结构和机制，是多尺度问题 ( 首先阐述
了颗粒物质多尺度力学的研究框架，指出颗粒间接触力链构成的细观尺度是核心，颗粒物质显示出的独特静态堆

积特性和动态流变特性都与细观尺度力链的复杂演变规律直接相关 ( 围绕着定量描述力链特征这一目标，采用严
格的球形颗粒 )*+,-法向接触理论和 ./012/034*+*5/*6/7-切向接触理论，对重力作用下 "&###个球心共面的二维等径
颗粒静态堆积进行了离散动力学模拟，对力链分布特征、接触力规律等做了量化分析，考察了颗粒摩擦系数的影

响 ( 这些结果有利于从力链角度揭示颗粒静态和动态性质 (
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" F 引 言

颗粒物质是由众多离散颗粒组成的软凝聚态物

质，毗邻颗粒间发生接触形成诸多强度迥异的力链，

它们相互交接构成网络并非均匀地贯穿于颗粒物质

内 ( 图 "为 "8###个颗粒在重力作用下静止堆积时
内部的力链分布，图中的浅灰色线表示弱力链，深灰

色线和黑色线则表示强力链，线的粗细正比于接触

力的大小，法向和切向接触力分别采用文献［"］介绍
的 )*+,-理论和 ./012/034*+*5/*6/7-理论计算 ( 图中
右侧所示为单条力链，颗粒被挤压成拱形，当颗粒受

到接触力作用线处于摩擦角范围之内（图中虚线所

示），则力链中的颗粒处于自锁状态 ( 从图 "可以看
出，虽然强力链数目较少，却支撑了颗粒体系的大部

分重量，该力链上颗粒的轻微差异都会造成“蝼蚁之

穴，溃堤千里”的惊人效果，如自然界中很小震动就

可能引发雪崩和塌方 (从图 "还可以看出，弱力链数
目按照指数规律增加，几乎均匀地分布在颗粒介质

内，对强力链的稳定性具有辅助作用，并参与强力链

断裂后的重构 (已有的一些实验很好体现了强力链
和弱力链的存在及其影响 ( 例如，一根圆棒竖直穿
行圆筒中的玻璃珠时，圆棒受到的滑动摩擦力具有

宏观准周期性振荡和局部随机微小起伏的规律，前

者反映了强力链被滑动圆棒打断和重构的过程，后

者则源于弱力链上颗粒与圆棒的表面蠕动摩擦［&］(
在二维颗粒流实验中，当颗粒流量或出口尺寸处于

某临界值时，流量突然减小，从稀疏流突变为密集

流 (这种瓶颈效应的内在原因是由于开口处形成了
架拱，而架拱就是由一条或多条强力链组成的［8］(
人们对颗粒接触力进行了实验测量和数值模

拟 ( 在重力或外载荷作用下，稳定堆积颗粒介质中
某一截面上的颗粒接触力易于实验测量 ( 例如，
G!HI22等［%］采用压力传感器检测了在重力作用下颗
粒静态堆积时底部颗粒的接触力；文献［:，9］分别
采用显色灵敏复写纸压痕方法和光弹性方法，对外

载荷作用下边壁处颗粒的接触力进行了测量 ( 目
前，实验方法存在的主要不足是无法检测弱接触力，

不能对颗粒介质内部接触力进行无干扰检测 ( 接触
力链网络构型及强度除了与颗粒表面摩擦系数等参

数有关外，还对初始条件和边界条件非常敏感，比如

我们所熟知的沙堆内部压力凹陷分布就与形成历史

密切相关 ( 目前，更多的是在颗粒体系上有控制地
施加干扰，研究力链受激发后的演变规律 ( 例如，当
单一圆盘从圆筒内颗粒体系表面以恒定速度竖直下

压时，圆盘受阻力穿插深度增加而相继出现线性区、
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图 ! !"###个颗粒在重力作用下静止堆积时内部力链构型

$%&&’(区和底部影响区等［)］；单根圆棒与颗粒物质
发生水平剪切时，所受摩擦阻力随颗粒填充高度增

加而分别出现锯齿形及随机变化和步进变化的周期

性振荡［*］，都说明力链受局部应力扰动后的重构规

律强烈地依赖于边界条件 + 颗粒物质表现出来的这
些性质都是软凝聚态物质的基本特征 +

, - 以力链为核心的多尺度力学

力链具有大于单个颗粒粒径、小于颗粒体系的

尺寸，它不仅与颗粒材料的内禀性能（如杨氏弹性模

量、泊松比和表面摩擦系数等）有关，而且又受颗粒

体系边界条件、初始条件和外载荷的影响 +因此，对
颗粒物质的研究涉及多个物理层次结构和机制，必

然是多尺度力学问题：微观尺度的单颗粒、细观尺度

的力链和宏观尺度的颗粒体系，而细观尺度力链结

构的形成及演变规律则是颗粒物质多尺度力学研究

的核心 + 颗粒物质显示出许多独特的静力和动力特
性，为现有力学和物理理论所不能描述［.，!#］，其根源

就是我们目前对细观尺度力链结构及其复杂力学行

为不清晰造成的 +
颗粒介质研究的三个尺度，各自有特定的研究

内容（图 ,）+ 微观尺度研究的关键是颗粒接触力学
理论，现已比较成熟 +比如法向接触力理论，在不计
表面能时可采用线性胡克定律或 "/, 幂次的 0’123
接触力定律 + 在考虑表面能时可采用 $45(&4(6
7’(8%996:4;’12&（$7:）理论和 <’1=%>?(6@A99’16B414C4D
（<@B）理论，$7:理论适用于大粒径、高黏附能的软
材料，<@B理论则适用于小粒径、低黏附能的坚硬

材料 + 目前的难题是湿颗粒动力学问题，亦即颗粒
与间隙液体的耦合，涉及黏附力和润滑力的计算等 +
细观尺度的研究重点是力链构型及其演变规律的定

性描述和定量化以及颗粒内禀性能参数和外界控制

参数的影响，目前这方面的实验和理论研究工作较

多，但是仍不系统 +宏观尺度的研究重点在于静态性
质的确定、应力6应变关系的确定、运动规律的确
定等［!!］+
图 ,简要描述了三个尺度间的关系 + 微观尺度

主要决定于颗粒材料内禀性能参数，细观尺度则基

于微观尺度的接触力构成力链，并在宏观尺度控制

参数下演变 +细观力链抵抗外载荷而动态演化规律
决定了宏观尺度的摩擦响应和弹性、流变关系等宏

观统计规律 + 例如，0?8%9>4等［!,］进行了封闭容器内
三维颗粒体系的单轴压缩实验，发现压力 !!!,-E，

其中!为形变，大于 0’123 接触力 !!!!-F；彭政

等［!"］分析认为，该体系的形变包含细观的力链重组

形变和力链上颗粒的 0’123微观形变两部分，对形变
的幂次贡献分别为 !-#左右和 !-F + 一般而言，颗粒
表面摩擦系数和颗粒物质所占的体积分数更是直接

影响力链结构及其稳定性 + 当颗粒物质所占的体积
分数较小时，颗粒较为松散而不能形成强力链；同

样，当表面摩擦系数较小时，即使微小剪切也会使得

力链断裂，因而也不能形成稳定力链 +所以这两个参
数是决定颗粒介质静力性质、特别是流动形态的重

要参数［!#，!G，!F］+
基于合理的颗粒接触力理论，离散颗粒动力学

方法逐渐成为研究颗粒物质静态堆积和动态演变规

律的有力工具 + H?9;’12 等［!E］对不同颗粒表面摩擦系
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图 ! 颗粒介质的多尺度力学研究框架

数下三维颗粒堆积的模拟发现，内部排布规律强烈

地依赖于颗粒摩擦系数，当摩擦系数减至零时，配位

数峰值平滑地从 "增加到 # $

% & 离散颗粒动力学模型

离散颗粒动力学不同于连续介质方法对颗粒物

质的描述，根据颗粒间接触变形计算作用力，依此更

新每个颗粒的速度和位置，进而确定性地演化颗粒

系统［’(］，逐渐成为研究颗粒介质静态和动态现象、

提取实验不可能获得的内部应力和运动信息的有效

工具 $ 颗粒接触理论是离散颗粒动力学的核心，基
于刚度系数概念的软球模型使用较为广泛，目前大

部分工作中采用颗粒间线弹性接触本构，其中刚度

系数为常数 $ 事实上，刚度系数除了与颗粒材料的
内禀性能参数（杨氏弹性模量、泊松比等）有关外，在

接触过程中还随着接触形变量而变化 $孙其诚和王
光谦［’)］以单个沙粒与边壁的动态接触为例，计算发

现刚度系数会非线性变化近 ’) 倍 $ *+,-./0-1 等［’2］

在研究二维颗粒体试样应力3应变关系时，考虑了表
面光滑颗粒的非线性 40-+5接触本构，但是他们在处
理切向接触力时忽略了切向接触力对加载历史的依

赖，这样必然造成颗粒接触过程及颗粒运动状态的

差异，进而对颗粒介质内力链的形成过程以及整个

力链网络构型和强度造成影响，正如沙堆中压力凹

陷与制备历史相关一样 $ 这是软球模型不可克服的
主要缺陷之一，文献［’)］对此做了细致讨论，认为合
理的标定刚度系数是采用软球模型进行基础研究的

关键 $
本文模拟了 ’!)))个球心共面等粒径颗粒的稳

定堆积，选取沙粒的物性参数，粒径 ! 6 !&7 88，密

度!6 !#7) /9:8%，杨氏模量 " 6 ’)) ;<.，泊松比"
6 )&%，摩擦系数#6［)，)&(7］$ 沙粒间的黏连作用
可以忽略不计，法向和切向接触力分别采用 40-+5理
论和 ;=>?@=>3A0-01=0B=C5 理论计算 $ 这些理论严密，
仅需颗粒杨氏模量、泊松比和摩擦系数等可测参数，

无人为雕琢空间 $

!"#" 法向接触力（$%&’( 接触理论）

如图 %所示，半径分别为 #’ 和 #! 的两球形颗

粒发生接触，法向重叠量$为

$ 6 #’ D #! E F !’ E !! F G )，
其中 #’和 #!分别为颗粒 ’ 和颗粒 ! 的半径，!’ 和

!! 是两颗粒的球心位置矢量 $ 如果接触变形不大，
相应的法向接触力 $ 可由 40-+5理论计算，即

$ 6 "
% "!（#!）’:!$%:!， （’）

其中 #!和 "!分别为当量半径和杨氏模量当量，
’:#! 6 ’:#’ D ’:#!，

’:"! 6（’ E"!
’）:"’ D（’ E"!

!）:"! $
其中 "’ 和"’，"! 和"!分别为颗粒 ’、颗粒 ! 的杨
氏模量和泊松比 $
由（’）式得到在一个时步内如果两接触颗粒之

间的重叠量增量为!$时，相应的法向接触力增
量为

!$ 6 !%"!!$， （!）
其中 % 为接触半径，

% 6（$#!）’:! $
在一个时步内颗粒间重叠量和法向接触力予以

更新，

$>0B 6$,@? D!$，
$>0B 6 $,@? D!$ $

（%）
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图 ! 质心速度和旋转速度分别为 !"，!# 和!"，!# 的两球形颗

粒接触变形示意图 重叠量为!，接触区域半径为 !

这里上标 $%&和 ’()分别表示该时步开始和结束 *

!"#" 切向接触力（$%&’(%&)*+,+-%+.%/0 接触理论）

接触表面相对切向位移增量!"对应的切向力
增量!" 与加载历史有关，

!" + ,!#!#$!" -（. "）$%（" .#$）!$，（/）

$+ 0，"，# 分别对应加载、卸载和卸载后重新加载的
情况 *
如果 1!" 1 2%!$，则有#$ + "*如果 1!" 1"

%!$，则有

#$ + " . " -%!$
%

( )$
"3!
（$ + 0），

（4）
#$ + " .

（. "）$（" . "$）- #%!$
#%

( )$

"3!

（$ + "，#）*
这里 #!是剪切模量当量，

#! +（# .&"）3#" -（# .&#）3##，

其中 #"和 ##分别是两颗粒的剪切模量；"$是考虑

卸载或重加载历史的切向接触力，在每一时步予以

更新，

"$ + "$ .（. "）$%!$ *
从（/）式可以看出，由切向位移增量!"引起的切向
力增量!"，不仅依赖于加载历史，也受到法向接触
力的影响 *
在一个时步内颗粒间切向重叠量和接触力予以

更新，

"’() +"$%& -!"，
"’() + "$%& -!" *

（5）

!"!" 时间步长

两颗粒接触变形时，接触面受到交变应力作用

而产生沿颗粒表面传播的瑞利偏振波 * 实验中发现
颗粒发生接触碰撞时，总能耗的 607是通过瑞利波
消耗的 * 两颗粒间的接触作用应仅限于发生碰撞的
两颗粒上，而不应该通过瑞利波传递到其他颗粒上，

因此离散颗粒动力学方法中的时间步长应小于瑞利

波传递半球面所需要的时间 * 对于由不同颗粒不同
时间组成的颗粒系统，时间步长可表示为

!% 8 #" &
0 *"5!"& - 0*,655

’$[ ]# 9:’
* （6）

/; 结果与分析

1"2" 接触力链和接触应力的分布

本文模拟得到了 "#000个球心共面等粒径颗粒
在重力作用下的稳定堆积 *设无量纲接触力 ’ 为接
触力与接触力平均值的比值，图 /显示了不同 ’ 的
力链分布 * 在水平方向上采用周期性边界条件，进
而避免了压强在底部发生饱和 * 重力加速度为 <;,
93=#，在模拟中仅改变颗粒表面摩擦系数% +［0，
0;64］*
从图 /（>）可以看出，当#+ 0时，颗粒体系内出

现明显的晶格裂纹，整个体系被分成几个块体，这是

表面光滑且等径颗粒规则排布时的特有现象 * 颗粒
块体中绝大部分都是弱力链，而极少量的强力链分

布在晶格裂纹带上，主要来自毗邻颗粒块体的挤压 *
计算表明此时颗粒物质的体积分数为 0;,#，配位数
峰值为 5，平均值为 4;# * 从图 /（?）可以看出，当#+
0;64时，表面摩擦系数增大，颗粒分布具有随机性 *
力链分布变化很大，弱力链仍然贯穿于整个颗粒体

系；由于重力作用，强力链主要分布在中底部，中部

的强力链呈准直线形，底部强力链相互链接形成架

拱 *此时颗粒物质的体积分数为 0;6/，配位数峰值
为 /，平均值为 !;, * 颗粒物质的体积分数和颗粒表
面摩擦系数往往是决定力链稳定性和强度的重要参

数，一般而言，摩擦系数和体积分数越大则力链会越

稳定，但是从图 /可以看出两者存在不可分割的内
在影响：摩擦系数增大时，颗粒体积分数降低 *因而，
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图 ! "#$$$个球心共面颗粒在重力作用下堆积时的力链构型和应力分布 浅灰色线表示弱力链（ !!
"%&）；深灰色线（"%& ’ !!&%$）和黑色线（ ! ( &%$）表示强力链，线的粗细与接触力大小成正比 )（*）! + $时

的力链构型，（,）!+ $%-.时的力链构型，（/）!+ $时的应力分布，（0）!+ $%-.时的应力分布

这两个参数对力链的影响需综合加以考虑 )
散乱排布的接触力链的量化非常困难，一般需

进行简化 )例如，类比分子运动论中的各态历经假
设，提出了各种力链在颗粒体内空间各处出现的概

率相等的假设，进而建立了关于力链的系综理论；对

于规则排布的颗粒，则从几何角度分析了力链构型 )
对力链的描述是必须要解决的难题，是颗粒物质多

尺度研究的重点之一 ) 在本文中，我们把颗粒离散
接触力的分布与堆积颗粒中面积为 " 的区域内平
均应力对应起来，

" + "
""｛#$｝ !

/
#$"/

#$ ) （1）

这里

"/
#$ + "$ 2 "#，

其中 "# 和 "$ 分别是该区域中发生接触的颗粒 # 和

颗粒 $ 的位置矢量；!/#$是颗粒 # 作用在颗粒 $ 上
的力 )
图 !（/）和（0）给出了计算得到的应力分布，图

中的应力值大小相差 "&倍 ) 图 !（/）中的大应力分
布位置与图 !（*）中强力链的分布位置基本一致；而
图 !（0）中的应力和图 !（,）中力链分布有差距，大应
力区域沿着重力方向呈长条形分布，这说明接触力

在重力方向更为集中，能更有效抵抗重力，而水平方

向力链架拱对应力的贡献并不大 )

!"#" 接触力的分布

3*04*5等［"6］在二维和三维的数值模拟中发现，
当 ! ’ "时，分布概率

%（ !）# !#；
当 ! ( "时，分布概率
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!（ "）! !"!"，

其中""#，且"$ #；%&# ’!’ %&( ) *+!,- 等［.#］在三
维颗粒的单轴压缩中提出了

!（ "）/ #（% " $（!" "）.）!"!"，

其中 # / 0，$ / #&12，!/ %&2 ) 这一公式可以很好拟
合他们的实验结果，但没有给出解释 ) 在本工作中，
我们采用

!（ "）/ %""!"!" （(）
对计算结果进行了拟合，结果如图 2所示 )

图 2 颗粒表面摩擦系数对 " 分布概率!（ "）的影响 （3）" 的计

算数据及其拟合曲线，（4）当#取不同值时的 " 分布

从图 2可以看出，接触力分布峰值均在 " / %&%
附近，颗粒摩擦系数对此没有影响 ) 但是随着#的
增加，分布曲线变得较为平缓 ) 当# 从 # 增大到
#&12 时，拟合系数 % 从 %&52( 减小为 #&65(，"从
%&2(# 减小为 #&56%，!从 %&7(5 减小为 #&1(7 )
本文的结果与 *+!,- 等［.#］的实验结果有差异 )

本文得到的结果是分布更宽泛，" 从 #到 5，使得分
布概率曲线峰值稍小，主要原因是本文研究重力作

用下二维颗粒堆积情况，而没有另外施加载荷 )

89:4!;,［.%］在单纯考虑重力的情况下，所得结果与本
工作得到的结果非常接近 ) <=3>［..］考虑了单纯施加
外载荷的情况，发现当外载荷很小的情况下，接触力

几乎为零时的分布概率趋于峰值 #&12，随着接触力
的增大分布概率指数逐渐减小 ) 在本工作中颗粒间
法向和切向接触力分别采用 ?!;,@ 理论和 *9>A:9>B
C!;!D9!E9F@理论计算，细致考虑了切向加载历史的
依赖，因此本文的计算结果更为准确 )

!"#" 力链长度

离散动力学模拟提供了静态堆积颗粒的详尽接

触细节，我们统计了不同接触力的力链长度以及颗

粒间接触力与重力夹角，采用下式可以计算得到不

同接触力 " 下的力链长度 & 和夹角$：

& / #
｛’(｝

G !’( G，

$ / #
｛’(｝
$’(，

（%#）

其中

$’( / 3;FFHD !’(·"（ G !’( G G " G）"[ ]% （!’(·" $ #），

$’( /!" 3;FFHD !’(·"（ G !’( G G " G）"[ ]% （!’(·"$ #）)

图 6 当#取不同值时，力链长度 & 与接触力的关系 曲线为

相应的拟合结果

图 6所示为不同摩擦系数下力链长度 &与接触
力 " 的关系，图中数据点为利用（%#）式计算得到的
结果，曲线为拟合结果，拟合函数为 )·!" " ) 从图 6
可以看出，随着接触力的增加而力链总长度按指数

快速衰减，这说明强力链数量很小 ) 这一点不难理
解，当两个颗粒发生接触时，每一个接触力对应一个

长度，约为一个颗粒粒径，因此每一个接触力分布区

域内力链的总长度应为接触力数目与粒径的乘积 )
由于当接触力大于 %&%，接触力按指数减少，此时力
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链长度也必然按指数下降 ! 从图 " 还可以看出，随
着颗粒摩擦系数的增加，接触力链衰减的趋势变弱，

这也与图 #中接触力随摩擦系数的变化趋势一致 !

!"!" 接触力与重力的夹角

图 $ 当!取不同值时，颗粒间接触力与重力的夹角"随 !的变化

由于颗粒随机地分散于颗粒体系内，一般情况

下力链方向与外载荷方向并不一致，而是存在一定

的夹角，采用（%&）式计算得到了颗粒间接触力与重
力的夹角"随 ! 的变化，结果如图 $所示，图中数据
点为计算结果，直线段为拟合结果，拟合函数为"’

!() * "!，内插图是重力方向与颗粒间接触力夹角"
示意图 ! 接触力是法向和切向的合力，并不一定通
过两接触颗粒的球心 ! 从图 $ 可以看出，当接触力
较小时，夹角逼近!()，随着接触力的增加，夹角呈
线性减小，当摩擦系数增大时，夹角减小更快 !例如，
当!’ &+$#时，夹角从 )#,减小到 -",! 这说明力链
方向逐渐与重力方向一致 ! 可以设想，当外载荷很
大时强力链的方向基本与外载荷方向重合 ! ./01234
等［%"］统计了颗粒层内一截面上的颗粒接触力方向

的分布，也发现强力链有很明显的方向性 !

# + 结 论

通过对 %-&&&个球心共面的二维等径颗粒静态
堆积的离散模拟发现，接触力分布峰值均在 ! ’ %+%
附近，!对此没有影响；随着!的增加，分布曲线变
得较为平缓 ! 当接触力较小时，接触力与重力夹角
逼近!()，随着接触力的增加，夹角呈线性减小，当
摩擦系数增大时，夹角减小更快 !可以设想，当外
载荷很大时强力链的方向基本与外载荷方向重合 !
这些结果揭示了颗粒物质内的多个物理层次结构

和机制，为开展力链的动态演变规律研究打下了
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