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以改进的规范形理论为基础，采用强非线性振动问题的分析方法，拓展了原有弱非线性振动系统同宿分岔判

据的适用范围 )首先在复规范形求解过程中引入待定固有频率，计算了一类单自由度强非线性振动系统的周期解 )
然后分别依据系统的待定固有频率趋于零和周期轨道趋近于鞍点两条途径获得了强非线性振动条件下系统同宿

分岔的解析判据 )最后通过与原有解析结果和数值结果相比较验证了本文方法的有效性 )
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’ E 引 言

研究非线性振动系统的同宿分岔对于分析系统

全局行为具有十分重要的理论价值 )在现有研究同

宿分岔的解析方法中，最为常用的是 F<261GDH 方

法［’］，通过测量鞍点稳定流形与不稳定流形间的距

离，计算距离函数的零点，从而确定发生同宿分岔的

临界参数值 ) I<2503 和 J0B51［&—*］提出依据系统的振

动周期趋于无穷大和周期轨道趋近于鞍点作为发生

同宿分岔的新判据 ) 由于 F<261GDH 函数的适用范围

被限定为非线性项参数充分小的系统［’］，而文献

［&—*］在推导解析判据过程中采用了常规的多尺度

法，因此理论上它们都只能用于研究与弱非线性振

动系统有关的同宿分岔问题 )考虑到强非线性振动

问题的重要性与特殊性［(—,］，为进一步拓展上述解

析方法的研究范围，K< 和 L;［M，’$］通过引入变换参数

将原有系统弱化，提出了可用于研究强非线性振动

系统同宿分岔的 F<261GDH 函数法 ) I<2503 和 J1<=2<A
等人［’’］又在其先前研究工作的基础上，利用 N.O 法

结合 P0>DQ106 椭圆函数获取此类系统的周期解，再

由依据周期轨道趋近于鞍点计算同宿分岔值 )采用

类似思路的还有 R;［’&］和 S5067［’#］，分别由摄动.增量

法和频率.增量法计算系统的周期解 )本文以规范形

理论［’*］为基础，应用待定固有频率法［’(］获取强非线

性振动系统的平均方程，通过拓展文献［&—*］中关

于同宿分岔判据的应用范围，得到了适用于研究强

非线性振动系统同宿分岔临界值的解析方法 )最后

以算例的形式对采用不同方法研究同宿分岔问题所

获得的结果进行比较，结果表明本文基于待定固有

频率复规范形理论得到的解析方法，不仅可用于分

析强非线性振动系统的同宿分岔问题，而且对于研

究弱非线性振动系统的同宿分岔问题，可明显提高

计算精度，为深入研究系统全局分岔行为提供了

便利 )

& E 强非线性振动系统的周期解

考察如下非线性振动系统的同宿分岔临界值

问题：

!T U!&
$ ! V "（"，!，!·）， （’）

这里的 " 含有由 !，!·所组成的非线性项 )若其中的

非线性项系数为小量，则可以直接应用 F<261GDH 方

法［’］和 I<2503 等人［&—*］提出的理论进行研究；若不

为小量，则需要采用相应的强非线性分析方法对原

有理论进行改进以拓展其适用范围 )为便于分析，讨

论如下含有 # 阶和 ( 阶强非线性项的#+ . W06 =<A
OD2 振动系统：

!T X!&
$ ! V X$!( U（" X%!& X&!*）!·，（&）

其中!$ 为系统的固有频率，$，%，&，"均大于零，系
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统的非线性弹性力和阻尼力并非小量 !
（"）式可表示为如下的一阶微分方程组：

!·# "，

"·# !"
$ ! %"!& ’（# %$!" %%!(）" !

（)）

该系统的平衡点为

（!!，"!）#（$，$）， * !" $

"+,( ，( )$ ! （(）

系统（)）的保守系统势能具有&- 特征

#（!）##
!

$
%（!"

$ $ %"$&）. $

# % +
"!

"
$ !" ’ +

-"!- ! （&）

由图 + 中的势能曲线可见，在 ! # $ 处 #（ !）具有极

大值，在 ! # * !" $

"+,( 处 #（ !）具有极小值，因而平衡

点（$，$）是一个鞍点、 *!$

"+,( ，( )$ 是两个中心 ! 因此

保守系统的总能量为

%（!，"）# +
" "" % +

"!
"
$ !" ’ +

-"!- # & ! （-）

对于过鞍点（$，$）的解，由（-）式可知 & # $，从而保

守系统的同宿轨道示意图如图 " 所示（其中参数取

值为!$ # +，"# /）!

图 + 保守系统的势能曲线

由于（"）式的中心不在坐标原点，所以引入如下

的坐标变换：

’ # ( % !" $

"+,( ! （0）

将（0）式代入（"）式，得到中心位于坐标原点的

系统振动方程

图 " 保守系统的同宿轨道
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采用改进的复规范形方法［+&］计算（/）式的周期

解 !首先引入复变量’，

’ #’ ’$’，*’ # 1!+$（’ %$’）， （2）

其中$’表示’的共轭；!+$ 为未知的固有频率，用其

取代传统算法中的固有频率，可以在得到的渐近解

中更有效地体现强非线性项参数对于系统频率的影

响，从而将过去只能研究弱非线性振动问题的传统

规范形理论，拓展到了强非线性振动领域 !
求解方程（2），得

’ # +
" ’ % 1

!+$

*( )’ ，

$’ # +
" ’ ’ 1

!+$

*( )’ !
（+$）

将（+$）式中的第一式对时间 + 求导，同时考虑（/），

（2）两式，可得

’
·#

1!+$

"（’ %$’）% +
"! {

+$
1［% +$!),"

$ "+,(（’ ’$’）"

% &!+,"
$ "),(（’ ’$’）( %"（’ ’$’）&

% +$"+,"（’ ’$’）)!$

% (（’ ’$’）!"
$ ’ 1#（’ %$’）!+$

%
(1!),"

$ %（’ %$’）（’ ’$’）!+$

"),(

%
"1!+,"

$$（’ %$’）（’ ’$’）!+$

"+,(

% 1$（’ %$’）（’ ’$’）"!+$

%
(1!+,"

$ %（’ %$’）（’ ’$’）)!+$

"+,(

% 1%（’ %$’）（’ ’$’）(!+$ %
1$（’ %$’）!$!+$

"+,"
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为得到系统的规范形，需要引入直至 * 阶的近

恒同非线性变换来简化（’’）式，令

" +% $ !’（%，"%）$ !%（%，"%）

$ !,（%，"%）$ !-（%，"%）

$ !*（%，"%）， （’%）

其中
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将（’%）式代入（’’）式，并利用规范形方法进行

化简，可得系统直至五阶的传统规范形

#% + $（-#%
& $#%

’&）

!$’(%
’#& !!#%

& $$（( ! %##’&）%

$
#$’#’& $ "#&（*$,(% $ #$’(%!#’&）

!$’(%
’#& !!#%

& $$（( ! %##’&）%
%"%

$
’&$% $ %#$!#’&

!$’(%
’#& !!#%

& $$（( ! %##’&）%
,"%

% )（’,）

将上式中的变量%和"%表示为极坐标%+ ’
% $.##’& % ，

"%+ ’
% $.! ##’& % 的形式，分离所得复数方程的实部与

虚部，并且应用系统存在定常解条件 $·+ &，可得

$$｛（*$-$ $ "&$%$’(%#& $ ,%#%
&）

/［$( !#&（$’(%
’ $!#&）］

! %［$（%$%
’ $ $-! ! -(）

$ -#&（$’(%
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&
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& $ $%$（’%&$
! %’

% ! $%
’! $ ’%!(）#&

$$,(%［$-（’&$ $!(）$ %$%
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$ ’"#%
’&］｝｝(｛1［!$(

$#&（$’(%
’ $!#&）］% $ ,%$%#%

’&｝)（’-2）

求解（’-）式中的系统振幅 $ 和待定固有频

率#’&，

#’& +
（*$-$ $ "&$%$’(%#& $ ,%#%

&）［$( !#&（$’(%
’ $!#&）］

%$（%$%
’ $ $-! ! -(）$ 1#&［（’ $ ,$%!）$’(% $!#&$ ］

， （’*）

$ +
!$’ ! "$’(%!#& $ $%

’
% $ 1$%!( $ -$,(%

’!#& $ %1$!%#$ %
&$ $
) （’"）

将（’%）式代入（3）式的第一式，可以获得系统的

周期解

& + $456) !
*$%#,(%

& $’(-

-#%
&

!
’*$-#’(%

& $,(-

,%#%
&

$#
*

’ + %
（(’ 456’) $ )’ 6#7’)）， （’8）

其中)+#’& %，(’ 和 )’ 为各高阶谐波的系数（略）)

, 9 强非线性振动系统的同宿分岔判据

同宿分岔轨线是系统周期与非周期运动的分界

线 )因此，有效地获取各类非线性振动系统的同宿分

岔信息，对于分析系统的全局行为具有十分重要的

价值 )在现有研究低维非线性系统同宿分岔文献中，

文献［%—-］提供了两条不同于 :.;7#<5= 方法的解析

途径：系统的振动频率*（(）%& 和周期轨道趋近于

鞍点 *(（+(，,(）%-（$. ，/. ）)但是，由于它们是依据

传统的多尺度法为基础而获得的（系统频率及周期

解），因此适用范围受到方法本身的限制，只能用于

分析弱非线性振动问题 )这里，通过引用待定固有频

率方法构建强非线性振动系统的周期解，使文献

［%—-］中提出的同宿分岔的判据的适用范围得到了

拓展，用于研究强非线性振动系统的同宿分岔问题 )
判据 ! 系统待定固有频率#’&%& ) 由（’*）式

可得
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（!!"! # $%!&!’(&"% # )&"&
%）［!# *"%（!’(&

$ #%"%）］

&!（&!&
$ # !"% * "#）# +"%［（$ # )!&%）!’(& #%"%! ］

" %, （’+）

就有临界状态!#- ."%（!’(&
$#%"%），所以

#- . "%（!’(&
$ #%"%）

!
, （’/）

判据 ! 周期轨道趋近于鞍点

"# " * "! %

!’(" ，( )% ,

将"’% . %，$ . * "! %

!’(" 代入系统的周期解表达式

（’0），有

!（)!"! * "%!)!)(" "! % # &%!&!!"% * +%!!)(""&()
% * )&"&

%）

)&"&
%

. * "! %

!’(" , （&%）

将（’$）式 代 入 上 式，可 求 得 其 中 所 包 含 的 参 数

#-，（略）,

" 1 算例分析

算例 "
适当选取系统（&）式中的非线性项参数!，$，

%，建立如下含有三阶和五阶非线性项的&$ 2 345
678 9:; 强非线性振动方程，同时采用上述两种判据

计算其同宿分岔的临界值，

%< * "% . * $%%%! #（# * !%%& * )%%%"）%·,
（&’）

采用本文方法和数值仿真方法计算出系统同宿分岔

的临界值#- 如表 ’ 所示，可见本文方法对于确定强

非线性振动系统同宿分岔的临界值具有指导意义 ,
图 ) 给出了分岔值附近系统的同宿轨道相图 ,

图 ’ 采用不同方法获得的同宿分岔值

方法 数值模拟 判据 ’ 判据 &

#- !1%’ $1%0 $1’%

图 ) 分岔值附近系统的同宿轨道相同

算例 !
利用本文方法研究文献［"］算例中含有立方非

线性项的 =85:;62>4?75@2A:B645:C 振动系统

%< *"&
% % . * %) #（# *#

&）%·， （&&）

确定其发生同宿分岔的临界值，并对采用不同方法

获得的临界值结果进行比较 ,
应用本文方法计算此系统的待定固有频率和周

期解，并得到相应的同宿分岔判据：

"’% " %：#- . "&
%，

"# "（*"%，%）：!) # +")
% . "!"%（)! *"%）,

表 & 列出了采用数值方法［"］、D7;5E?:C 函数法、

本文方法，以及文献［"］方法，在参数值"% . %1! 和

’ 处，所获得的系统同宿分岔的临界值结果 ,图 " 则

显示了在区间（%，&）上，不同方法获得的临界分岔值

#- 随"% 变化的情况 ,

表 & 采用不同方法获得的同宿分岔值

"% %1!% ’1%%

数值解 %1&) %1/%

判据 ’ %1&! ’1%%

判据 & %1&$ ’1%0

D7;5E?:C 方法 %1&% %1+%

文献［"］的解 %1’$ %1$!

图 " 对应于不同方法的同宿分岔临界值对比
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由以上算例可知，应用文中的两类解析判据可

以求解强非线性振动系统同宿分岔的临界值，而对

于弱非线性振动系统可以在获取分岔值的同时有效

地提高结果的计算精度 !

" # 结 论

本文以规范形理论为基础，应用待定固有频率

法拓展弱非线性振动问题同宿分岔解析判据的适用

范围，将其用于研究强非线性振动系统同宿分岔

问题 !
给出了系统待定固有频率趋于零和周期轨道趋

近于鞍点，两条确定强非线性振动系统同宿分岔临

界值的判所 !对采用不同的解析方法及数值方法所

获得的结果进行了比较，发现应用本文方法不仅可

以计算强非线性振动系统同宿分岔的临界值，而且

也可用于计算弱非线性振动系统同宿分岔值，并可

有效地提高计算精度 !
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