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利用 +,-./0 方法及 1,23044 /52/0 函数得到了（# 6 (）维 7.899,429: 方程的新的周期解 ;在极限情况下，该周期解

退化为孤子解 ;
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( H 引 言

孤子方程的显式解对于理解方程是非常重要

的，目前已经有了几种求解的方法，如反散射变换

法、7IGJB84E 变换法、穿衣服方法、K0,4B2LM 展开法等

等 ;最 近，?0N 对 的 非 线 性 化 方 法［(—*］、齐 次 平 衡

法［$—’］、双曲函数法［&—(*］、O0G.P, 椭圆函数展开法［($］

等也都被用来求非线性发展方程的各种显式解 ;然
而，寻找新形式的显式解仍然是一件很有意义的工

作 ;本文利用 +,-./0 方法及 1,23044 /52/0 函数得到

了（# 6 (）维 7.899,429: 方程的新的周期解 ;在极限情

况下，该周期解退化为孤子解 ;

# H（# 6 (）维 7.899,429: 方程的周期解

7.899,429: 方程作为一种非线性方程，在物理学

的研究中占有重要位置 ;许多学者对此方程都做了

大量 的 研 究［("—(=］;（# 6 (）维 7.899,429: 方 程 可 以

写为
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文献［("］通过 7IGJB84E 变换得到了它的类孤子解和

有理解，文献［()］利用 +,-./0 方法及形式摄动得到

了该方程的单孤子解、双孤子解及 % 孤子解 ; 本文

得到的是它的周期解 ;

!/#/ +,-./0 双线性算子的定义

由于这里只涉及三个变量，我们定义 +,-./0 双

线性算子为
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其中 ’，( 和 ) 都是非负整数，+,-./0 双线性算子有

许多重要的性质［#%］，这里用到的有
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或者，更一般地，当 - 为一多项式函数时，有

-（&#，&$，&"）2NV（,# 6 ’$ 6!"）
·2NV（,S# 6 ’S$ 6!S"）
R -（, Q ,S，’ Q ’S，! Q!S）
·2NV［（, 6 ,S）# 6（’ 6 ’S）$ 6（! 6!S）"］，（$）

它们可以直接从定义出发得到 ; 利用 +,-./0 方法的

关键是找相关变量变换，对于（# 6 (）维 7.899,429: 方

程（(）来说，我们取
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这里 !% 为常数，将（"）式代入（(）式并对 # 积分两

次，得到
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其中 / 为积分常数（ / R /(（ $，"）# 6 /#（ $，"）），一般
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可以取为零，但是下面可以看到这里不可以取零 !经
过直接计算，有
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将（)）—（&/）式代入（.）式并利用（&&）—（&,）式，便

得到（" ( &）维 012334$536 方程（&）的双线性形式为
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!"!" 方程（#）的单周期解

为求得单周期波解，我们取一维 8459:$$ ;<5;:
函数［"&］
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其中 +，, 表示波数，$表示频率，"/ 是相常数，#是

一虚部大于零的复常数 !把（&.）式代入（&7）式并利

用（,）式，有
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这里引入了求和指标 - % ) ( )@，而#&（-）是
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利用 ) % )@ ( &，（&*）式变为
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从（&+）式可以看到，如果#&（/）和#&（&）都是零，那么

所有的#&（-）均为零 !另一方面，我们知道，即使其

他的参数都知道，积分常数 ( 和频率$却是不知道

的 !因此，利用#&（/）% / 和#&（&）% / 解出积分常数

( 和非线性色散关系$我们就可以得到方程（&7）的

精确周期解 !#&（/）% / 和#&（&）% / 可以分别写为
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方程（)!）和（)+）可以写为
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解此方程组得到
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因此，表达式（,）加上（+.）式和（3!）式就是我们得到

的（) * +）维 45677(8%79 方程（+）的单周期波解 1有意

思的是，在极限情况下，可以由周期解得到孤子解，

为此我们引入
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这是用双线性变量表示的（) * +）维 45677(8%79 方程

（+）的解，通过（,）式，它可以转化为孤子解
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!"#" 方程（$）的双周期解及 - 周期解的条件

为求得双周期波解，我们取 - 维 ?(%;@88 A>%A@
函数

) "$（#+，#)，⋯，#-；!）

" !
#

"+，⋯，"- " $#
%&’ )!(!

-

. " +
".#. *!(!

-

.，/ " +
!./"."( )/ ，

#. " %.* * &.+ *". , *#! .

. " +，)，⋯，-， （--）

其中 %. ，&. ，". 和#! . 的意义同一维情形相仿，!./（ .#
/）表 示 波 之 间 的 相 互 作 用 1 并 假 设 复 矩 阵! "

（!./）- B -对称且具有正定的虚部 1把（--）式代入（+,）

式并利用（-）式，我们得到与（+/）式相应的结果：
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把第 2 个求和指标 "2 平移一个单位，我们得到与

（+2）式相对应的关系
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对所有的 "" ! .，"，"$ ! .，"，⋯，"$ ! .，" 成立，那

么（,,）式便给出了（$ % "）维 01233*4’35 方程（"）的 $
周期波解 +注意到（,/）式共有 $$ 个方程，而当参数

&.，波向量 ’"，("，⋯，’$，($ 以及!""，!$$ 为已知时，

包含在问题中的未知量的个数包括积分常数 )，非

线性频率"%（ % ! "，⋯，"$）和相互干扰项!%’（"# %，’

#$，%$’）共有 " % $ % *$
$ ! "
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于 $ ! "，$，方程个数与未知量个数相等，此乃意味

着方程（"）总存在单周期波和双周期波解，对于一般

的 $，（,/）式是否是存在 $ 周期波解的充分条件目

前仍是一个未决问题 +
下面就 $ ! $ 时求（"）式的双周期波解 +由（,-）
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此方程组确定了"$
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（$ ! $）和（,8）就是（$ % "）维 01233*4’35 方程（"）的

双周期波解 +同样有意思的是，在极限情况下，也可

以由周期解得到双孤子解，为此我们引入记号
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这是用双线性变量表示的（$ % "）维 01233*4’35 方程

（"）的解，通过（9）式，它可以转化为双孤子解
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!" 结 论

本文使用的方法具有某种普遍性，利用它不仅

可以得到（# $ %）维 &’())*+,)- 方程的周期解，而且也

可以得到其他非线性发展方程的周期解 .在极限情

况下，它们可以退化为孤子解 .
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