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讨论了二维各向同性均匀随机介质中平面波的传播及其局域性 *假设二维随机介质具有各向同性窄带高斯
谱，运用随机泛函理论给出了二维介质中随机平面驻波的解析近似解及其幅度和相位的定量统计特性 *计算结果
证实了波在随机介质中传播时的局域性 *将二维介质中的平面波和柱面波的传播特性作了对比 *数值结果模拟了
二维随机介质场及平面驻波，并验证了本文结果的正确性 *
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’ > 引 言

’.,(年 ?76<5@A7 在研究晶体点阵中的电流传

播时提出了局域性的概念［’］* ’.&. 年，?B52C21 等

人［"］运用标度理论论证了无量子扩散条件下的局域

性现象并提出电流的局域性是由电子本质上的波动

特性所决定 *随后，电磁波在随机介质中的传播及其
局域性问题就受到越来越多的关注 *电磁波的局域
性分为弱局域性和强局域性，弱局域性又称为增强

的后向散射，描述了电磁波在随机介质中漫散射时

的角分布特性；强局域性又称为 ?76<5@A7局域性，描
述了电磁波在随机介质中的传播特性 *本文所讨论
的局域性属于后者 *目前已有大量研究从理论和实
验上讨论了电磁波在随机介质中的局域化特性 *对
于一维情形，早在 ’.&, 年 D8;52［%］就给出了定量的

分析，’.((年 E13FC等［$］用实验进行了验证；"##"年

G3<84<5［,］用标度理论再次证明并用数值方法进行讨
论 *对于二维情形，虽然也有很多研究，但它们或针
对于特定的介质模型［)—’#］，或针对于数学特征值问

题［’’—’$］，或在频域内定性描述波的传播特性［’,—’&］，

没有对随机介质中波的传播特性及局域性给出解析

的定量描述 *本文将运用随机泛函理论讨论二维各
向同性均匀连续随机介质中平面波的传播问题及其

局域性，给出随机平面驻波的解析近似解以及幅度

和相位的定量统计特性 *
二维空间 !"，! H（"，#）- H（ $，!）I 上笛卡尔坐

标系或柱坐标系中的波动方程为

［

!

"J %"（’ J"（ !，#））］$（ !，#）H #， （’）
其中"（ !，#）代表随机介质，#"%表示随机介质的
一个取样或实现，%为概率样本空间 *$（ !，#）既是
介质场的随机泛函，又是 !" !" 上的函数 *为表达

简单，参数#在下文中有时会被略去 *
本文假设介质是具有各向同性窄带谱的高斯随

机场，运用随机泛函理论［%，’(］，基于平移算子的特性

讨论了二维随机介质中的平面波，并得到平面驻波

的解析近似解及其幅度和相位的统计特性，定量描

述了二维随机介质中波的传播及其局域性现象 *类
似于一维的情形，二维随机介质的谱结构决定了平

面波传播时的形式为行波或是驻波 *将本文结果和

D8;52［%，’.］之前所得到的结果对比发现，平面波和柱
面波的传播特性仅仅并且完全由随机介质的谱结构

决定，与波阵面形状无关 *数值结果模拟了二维各向
同性均匀随机介质场及平面驻波，并验证了本文结
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果的正确性 !

" # 二维各向同性均匀随机介质的随机
对称性

本文假定介质场!（ !，"）是各向同性均匀的，
即它的概率特性在 !" 空间上的平移和旋转算子的

作用下保持不变，这种特性称之为随机对称性［"$］!
这些特性使得介质上的随机波场也具有相应的随机

对称性 !我们将根据随机波场平移算子的一维表达
式讨论介质中平面波的随机解 !

!"#" "! 空间上的平移和旋转

二维空间 !" 上的一点记为 ! %（ "，#）& %（ $，

#）’，!" 上的变换因子包括平移算子 %# 和旋转算子

%$，分别定义为 %#! % ! ( #，%$! %（ $，#($）!它们具
有下式所示的可加性和不可交换性：

%#%$ % %#( $，%%%& % %%(&
，%#%$ % %$%%)$#

!（"）

!"!" !空间上的平移和旋转

二维随机介质记为!（ !，"），（ !! !"，"! !）!
介质的均匀性和各向同性使其在 !" 上的平移和旋

转变换下概率特性保持不变，即存在’空间上的保
测变换 &#（ ) * + ’ + *）和 &$（ ) * +$ + *，,-.
"!），分别定义为

!（ ! ( #，"）%!（ !，&’"），

!（%$!，"）%!（ !，&$"），
（/）

&’ 和 &$ 同样具有如下所示的可加性和不可交
换性：

&#&$ % &#( $，&%&& % &%(&，&#&$ % &$&%)$# !（0）

!"$" "! %!空间上的平移和旋转

对于介质!（ !，"）上的任一随机场(（ !，"），
例如 !" 1’空间上的一个函数，我们引入平移算子

(#和旋转算子($，分别定义为
(#(（!，"）% (（! ( #，&)#"），
($(（!，"）% (（%$!，&

)$"），
（) * + ’ + *，) * +$ + *，,-. "!）!（2）

类似于 %#，%$ 和 &#，&$，它们同样具有可加性和不
可交换性，

(#($ % (#( $，(%(& % (%(&，

(#($ % ($(%)$# ! （3）

由上述算子定义，随机介质!（ !，"）的均匀性和各
向同性可以体现为在 (#和($算子作用下的概率特
性保持不变，分别称之为 (#不变特性和 ($不变
特性，

(#!（ !，"）%!（ !，"），
($!（ !，"）%!（ !，"）! （4）

我们称这种介质为 (#不变随机介质，记为

!（ !，"）%!（&!"）!进一步的，我们发现这些算子和
567869:6;算子

"

"之间具有交换律，即 (#

"

"%

"

"(#，

($

"

"%

"

"($，，并且使波动方程（<）式保持概率特性
不变 !平移算子和旋转算子的这些特点使其在求解
随机波动方程的过程中起到重要作用 !

!"&" 平移算子 (#的一维随机表示

接下来我们基于平移算子 (#讨论介质的随机

对称性 !令随机变量 )（#，"）为平移算子 (#的一维

表达式 !考虑一个随机波场)（ !，"），作为波动方程
（<）式的解，满足如下的变换方程：

(#
)（ !，"）% )（#，"）)（ !，"）! （=）

由算子 (#的可加性（3）式可以得到
)（$ ( #，"）% )（#，& ) $"）)（$，"），)（$，"）

% <! （>）
当 )（#，"）可微时，容易由（>）式得到它的微分方程"

)（#，"）%*（& ) #"）)（#，"）， （<$）
其中生成量*（"）是一个 (#不变的均匀矢量随机

场，定义为

*（"）"［

"

)（ !，"）］! % $ ! （<<）
将微分方程（<$）式积分，得到 )（#，"）的解

)（#，"）% ?@7［#
#

$
"（&) *"）·.$］

% ?@7［%·# (#
#

$

"

+（&) *"）·.$］

% ?@7［%·# (+（&) #"）)+（"）］，（<"）
其中，% %〈*（"）〉，为随机无旋场"（"）的均值部
分，

"

+（&!"）为浮动部分，即〈

"

+（&!"）〉% $［"$］!

!"’" 以平移算子表示的平面波一般形式

根据波动方程的 (#不变性，如果随机场)（ !，

"）是波动方程（<）式的解，那么 (#
)（ !，"）也是（<）

式的解 !因此，介质中随机波场的解可以表示为

)（ !，"）% )（ !，& !"）+（& !"）， （</）
其中 +（& !"）是 (#不变的随机场，且由随机初值

定义

+（"）")（$，"）! （<0）
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将（!"）式代入（!#）式，得到二维介质中随机平面波
的一般形式，

!（ !，"）$ %&’［"· ! (!
!

)

!

#（!#"）·*#］"（!!"），

（!+）
其中，" $ ,$ ( %，$" $ $·$ $ #"，% $（ $%，$&）为复矢
量，在非随机介质中为零［")］-

# . 随机介质的谱表示

!"#" 介质的谱表示

随机介质$（ !，"）是一个平稳高斯场，其
/,%0%123%14,5%展开式为

$（ !，"）$$（!!"）

$!’"
%,%·!(（!）*)（!）， （!6）

其中 *)（%）为复高斯随机测度，具有正交性，
*)（!）$ *)（7!），
〈*)（!）*)（!8）〉$&（! 7!8）*!*%8 - （!9）

!$（’，(）: $（)，*）;<=为空间波数矢量 -角括号〈〉
表示在概率空间+上取统计平均值 - > (（!）> " 为介
质谱密度，且(（!）$ (（ 7!）-为了下文具体计算，
假设随机介质具有各向同性窄带高斯谱，其中心位

于 >! > $ "#，带宽为&，考虑到介质的各向同性，介
质谱记为

> (（!）> " $ > (（)）> " $ *%&’ 7（) 7 "#）"

"&( )" ，

) $ >! >，&" "# - （!?）
根据下文（"!）式容易得到介质方差为

," $（""）#@" *#&- （!A）

!"$" 各向同性的相关函数

随机介质$（ !，"）是各向同性的均匀高斯场，
其均值〈$（ !，"）〉$ )，相关函数仅仅由空间中两点
之间的距离决定，利用 3B0C%=变换可以得到空间两
点 ! 和 )之间的相关函数表达式为

’（ +）$〈$（ !）$（)）〉

$ "-!
D

)
,)（)+）> (（)）> ")*) - （")）

因此，容易得到随机介质$（ !）的方差为

," $〈$（ !）"〉$ ""!
D

)
> (（)）> ")*)，（"!）

其中 ,) 为零阶 E%FF%=函数 -空间两点 ! 和 )之间的

距离记为 + $ > ! 7 ) > -特别的，当 > (（)）> " $ ! 时，

$（ !）退化成白噪声场 -

!"!"$（ !，"）的谱区域条带分割

为了下文计算，将介质谱沿波传播方向 $ 分割
成一系列条带谱 -考虑到$（ !，"）具有（!6）式所示形
式，我们得到

$（ !，"）$ #
D

- $ 7D
%,-$·!$-（ !，"）， （""）

其中

$-（ !，"）$!.
%,%·!(-（!）*)-（!），

$7 -（ !，"）$$$-（ !，"）， （"#）

(-（!）%(（! ( -$· !），

(-（!）$ (-（7!），（!& .）， （"G）

*)-（!）%*)（! ( -$· !），

*)-（!）$ *)-（7!），

〈*)-（!）*)/（!8）〉

$&-/&（! 7!8）*!*!8，
（!& .）， （"+）

$-（ !，"）表示带宽为 # 的复高斯场，. 表示沿 $ 轴
方向宽为 # 的条带区域，即

! $（’，(）& .，
（7 # @" H’ H # @"，7 D H( H D）- （"6）

G. 二维随机介质中的平面波

（!+）式给出二维介质中随机平面波的一般形
式 -代入（!）式，得到随机平面波的波动方程
｛［

!

( " (

!

#（! !"）］"

( #"［! ($（! !"）］｝"（! !"）$ )- （"9）
和一维随机介质中平面波理论类似，在具有高

斯窄带谱的二维随机介质中也存在驻波形式的平面

波 -考虑沿 $ 方向传播的平面驻波!（ !，"），类似随
机介质谱的条带分割，将!（ !，"）展开为

!（ !，"）$ #
D

- $ 7D
*- %,-$·!， （"?）

低阶近似形式为［#］

!（!，"）$ *!（!，"）%,$·! ( *7!（!，"）%7,$·!

$ *!（!，"）［%,$·! (.（!，"）%7,$·!］，（"A）
其中

*!（ !，"）$ %&’［%· ! (!
+

)

!

#（!#"）·*#］，
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! !"（ !，!）# "（ !，!）!（ !，!）， （$%）

"（ !，!）为随机场 &容易得到平面波的低阶近似
解为

#（ !，!）# ’()［"· ! *!
"

%

!

$（##!）·+#］

,［’-$·! *"（ !，!）’!-$·!］& （$"）
类似于 ".介质的情形［$］，（$"）式所示的平面驻

波可以表示为

#（ !，!）"’()［/’（"· ! *!
"

%

!

$（##!）·+#）］

, 012［$· ! * 34（"· !

*!
"

%

!

$（##!）·+#）*%（!）］& （$5）

波的包络 6 ! 6和相位&分别为

6 ! 6 # ’()［/’（"· ! *!
"

%

!

$（##!）·+#）］，（$$）

& # $· ! * 34（"· ! *!
"

%

!

$（##!）·+#）

*%（!）& （$7）
将（58）式代入波动方程（"）式，得到关于随机场

!"，! ! "的方程组

（5-$·

!

*

!

5）!" * $5’5 ! !" # %， （$9）

（! 5-$·

!

*

!

5）! !" * $5’#5 !" # %，（$:）

其中 #·% 表示复矢量之间的非厄米内积，$·$ #
$5，式中和’% 相关的项被略去

［5%］&

将 !"，! ! "的表达式（$%）代入（$9），（$:）式，得

到关于 "，"和$的方程组
5-$·（" *

!

$）*（" *

!

$）5

*

!

5$ * $5’5" # %， （$;）

5［（" *

!

$）5 *

!

5$］" * $5’5"
*［! 5-$·

!

" *

!

5"］

* 5（" *

!

$）·

!

" * $5’#5 # % & （$<）

考虑到在 %#变换下的特性，将"（ !）和$（ !）
以复 =-’>’?积分形式展开至前两项

"（ !）#!&
""（!）’!-!·! +’#5（!）

*!!!&
"$（!"，!5，!$）’!-

（(" !(5 !($）·!($

,［+’5（!"），+’#5（!5），+’#5（!$）］，（$8）

$（!）#!!&
$5（!"，!5）’-

（(" !(5）·!(5［+’5（!"）+’#5（!5）］

*!!!!&
$7（!"，!5，!$，!7）’-

（(" *(5 !($ !(7）·!(7

,［+’5（!"），+’5（!5），+’#5（!$），+’#5（!7）］，（7%）
其中")，$) 是 ) 阶 =-’>’? 核，() 是以 ) 变量复
@’?4-A’多项式表示的 =-’>’?B@’?4-A’微分算子，+’5

（!*）和 +’#5（!*）分别表示和’5 和’#5 相关的项，&
为（5:）式中所示的窄带区域 &为表达简单，用［］)，)
# %，"，5⋯表示 ) 阶 =-’>’?B@’?4-A’展开式 &在（$8）
和（7%）式中，"（ !）和$（ !）展开至第二项，实际上，
后面可以看到，仅仅利用第一项计算已经可以给出

很好的近似结果 &
对（$;）式取统计平均并略去)7 量级项，得到零

阶方程

+ # -*$ C5， （7"）
其中

* #〈’5"〉#!&
,5（(）""（(）+(& （75）

对（$<）式取统计平均并略去其中)7 量级的项，脱去

积分符号，进而得到一阶 =-’>’?B@’?4-A’核"" 的近

似解

"" #
$5 ,#5（!）

!5 * 5$·! ! 5$5*
& （7$）

代入（75）式，并考虑到! #（+，,）&略去高阶小项
得到

* #!!&

$5 6 ,5（!）6 5

5$+ *,5 ! 5$5*
+++,& （77）

为了进一步计算（77）式，根据（57）式得到

6 ,5（!）6 5 # !’() !（ （+ * 5$）5 *,$ 5 ! 5$）5

5-
[ ]5

%!’()［（+C $）*,5 C（7$5）］5

5.{ }5 & （79）

代入（77）式，有

* # !$5
5!!&

’()［!（+ *,5 C7）5 C5.5］

+ *,5 C5 ! 5*
+++,&

（7:）
上式右端对+的积分可以近似写成+# !,5 C5处的
留数与一个主值积分之和的形式

*%
!$5
5!

*D

!D
E -"’()［!（,5 C7）5 C5.5］* -F（,{ }）+,，

（7;）
其中主值积分 -F（,）为［5%］

-F（,）&.!’()［!（+ *,5 C7）C5.5］

+ *,5 C5 ++

# ’()［!,7 C5（7.）5］
5$"[.
,5

7 * "
$！.5

,:

7$

* $
9！.7

,"%

79 * "9
;！.:

,"7

7; * ]⋯ ， （7<）

5599 物 理 学 报 9;卷



其中 !"##"函数!（ !）定义为

!（ " $ #）% $"$ ##!
&

’
()*（+ $%#）%"+, -%，（./）

令""#0 1$，则有

# % &’2

2!(3（%）-%# ’ 42.’5 &
2

$’
， （6’）

$ % 7!&’2

2!
0&

+&
()*［+%. $2（.’）2］-% % 7 ’42,6’ &

2

$’
4

（6,）
由于在（82）式中存在指数因子

()*（)%）"()*［（( 0 1)）%］

% ()* *"’
2( )%

% ()* +$’
2( )% ()* 1#’2( )% ， （62）

因此，随机平面波的幅度沿波的传播方向指数增长

或是衰减由（6,）式给出的$的正负性所决定 4为了
和一维介质中的平面波对比，采用和文献［8］中的相
同的表示符号，平均对数幅度增长（衰减）因子和平

均波数浮动因子分别为

( %〈9: ; & ;〉
% % <(（)）% +$’

2 % 7 ’=,’>6&
2 ’
$’
，

（68）

) %〈*〉% + ’ % ?#（)）%#’2 # ’=,2’8&
2 ’
$’

4

（6.）
相应的，对数幅度和相位的方差分别为（附录）

+2 %〈（9: ; & ; +〈9: ; & ;〉）2〉

#+
&’8 %
@!

0&

+&
()*［+%. $2（.’）2］-%

% ,
2(%， （66）

,2 %〈（* +〈*〉）2〉

#+
&’8 %
@!

0&

+&
()*［+%. $2（.’）2］-%

#
,
2(% 4 （65）

式（66）和（65）所示 +2 和,2 是关于 %（ % A ’）的渐近
表达式，且正比于 % 4当 % B ’时，用 + % 代替 % 上两
式仍然成立 4 %（% A ’）增大时，+2 和,2 线性增大，但

标准差和平均值的比值 + $9: ; & ;却逐渐变小，即
+

9: ; & ; %
,
$%

% ’（% & &）4 （6>）

这表示，当 %&&时，波的对数幅度 9: ; & ;趋近于它
的数学期望值 4类似的，可以得到渐近相位表达式为

〈*〉%（’ 0’’）% 4

6 = 不同介质中波传播特性的对比

考虑一维均匀随机介质的情形，其功率谱为

; ,（-）; 2 % &()* +（- + 2’）2

2.[ ]2 ，. % ’’’ 2’

（6@）
一维随机平面驻波具有相应的传播指数系数/

%(0 1)，

( % 7 ’2!
. ; ,（2’）; 2， （6/）

)#
’2

. -!
’$2

+ ’$2

; ,（2’ 0-）; 2

-
--

0 ’ [2 + ,
8 ; ,（’）; 2 0 ,

,5 ; ,（2’）; 2

0 ,
6 ; ,（8’）; ]2 4 （5’）

注意到对于窄带高斯谱有 ; ,（ ’）; 2 % ; ,（8’）; 2’
; ,（2’）; 2，略去 ; ,（ ’）; 2 和 ; ,（8’）; 2 项得到平均
对数幅度增长（衰减）因子(和平均波数浮动因子)
分别为

( % 7 ’2!
. & #7 ,

.
!$2
&2 ’
’

% 7 ’48,88&
2 ’
’
， （5,）

)#
’2

,5 ; ,（2’）; 2 % ,
,5 2$!

&2 ’
’

% ’4’2./&
2 ’
’

4 （52）

对于二维介质情形，同样考虑具有窄带高斯谱

的各项同性均匀随机介质，其功率谱由（,@）式给出 4
二维随机平面驻波的传播特性因子由（68）式和（6.）
式所给出

( % 7 ’4,’>6&
2 ’
$’
，) % ’4,2’8&

2 ’
$’

4 （58）

二维随机介质中的柱面波具有和（58）式相同的
传播特性因子［,/］4由以上对比可以发现，随机平面
波在一维介质和二维介质中的传播特性不同，而二

维随机介质中的平面波和柱面波却具有相同的传播

特性 4为了解释这种现象，考虑 C(DD(9函数的渐近表
达式［2,］

(1’.EFD, % /’（’.）0 2(
&

0 % ,
10/0（’.）EFD0,4 （5.）

把上式中的 . 和,理解为空间柱坐标变量，并且把
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! 理解为波数 !同时取相位的时间因子为 "# $!"，则上

式两端都分别对应于波动过程相位因子的空间部

分：左端是沿正 # 轴方向传播的平面波，它的等位
面是 !$%&’"#!" (常数；而右端各项中 %)（ !$）和 %&

（!$）描述的是柱面波，其等位面是圆柱面 !$!!" (
常数 !（*+）式即表示平面波可以展开成一系列柱面
波的和，因此二维介质中的平面波和柱面波具有相

同的传播特性 !同样的，平面波也可以由球面波展开

"$!$%&’" ( "
,

’ ( )
（- ’ . /）$ ’ (’（!$）)’（%&’"）! （*0）

但仅凭此式还无法确定上述结论也适用于球面波 !
在三维随机介质中，平面波和球面波是否具有相同

的传播特性还需要进一步研究 !

* 1 数值模拟和结果验证

对于随机介质中波的传播问题，现有的弱起伏

理论没有关于波的幅度和相位的定量描述［+—/*］!因

此本文采用 23456［--］给出的数值验证方法进行定量
结果验证：电磁波在通过连续随机介质时的传输系

数 * 随传播距离指数减小，据此在长距离内数值模
拟 + 矩阵得到驻波模式特性，计算绝对幅度和相
位 !进行多次数值模拟试验，进而得到对数幅度和相
位的均值和方差，将数值试验统计值与本文所得到

的理论解析值对比 !假设随机介质的均值为零，方差
为#- ( ) ! )/，具有各向同性窄带高斯谱，谱中心位
于 7! 7 ( -! ( /，带宽为$( )1)0，如（/8）式所示 !相
关函数由（-)）式给出 !此时，（09）—（0*）式相应地
变为

% ( : )1))/;，& ( )1))/<，
,- ( )1)))80#，"- ( )1)))80# ! （**）

图 /所示为二维随机介质数值模拟，（6）是随机
介质’（ !，!）的数值模拟，介质所占区域为 -))波长
= -))波长；（>）为介质的窄带高斯谱，中心位于 7! 7
( / !为表示方便，图中用环状谱近似表示窄带高
斯谱 !

图 / 二维随机介质数值模拟 （6）二维随机介质’（ !，!）；（>）各向同性窄带高斯谱

图 - 所示为二维随机介质中平面波的数值模
拟，横轴表示波的传播距离，为 -)) 个波长；纵轴表
示波的幅度 !其中（6）为增长模式，（>）为衰减模
式［-9］，分别对应%? )和%@ )!由图示可以看出，波
的幅度沿波的传播方向指数增长或衰减，存在局域

性现象 !
图 9和图 +为二维非随机介质和随机介质中平

面波强度的二维表示 !电磁波沿横轴传播，波阵面平
行于纵轴 !图 9所示非随机介质中的平面波是以行
波的形式传播，即为正弦波 !在图 +所示的随机介质

中，平面波是以驻波的形式存在，其中（6），（>）分别
对应增长模式和衰减模式 !由图示可以看出，波的强
度集中在一个小块区域内，再次证实了随机介质中

波的局域化特性 !
图 0和图 *为（09）—（0*）式所示传播因子的数

值模拟 !横轴表示波的传播距离，以波长为单位 !由
图 0可以看出，平均对数幅度和相位随传播距离线
性增大 !对数幅度和相位的方差由图 *所示 !可以看
出，数值模拟结果和（09）—（0*）式所给出的理论结
果基本一致 !
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图 ! 二维随机介质中的平面波传播（一维表示）

图 " 二维非随机介质中平面波的传播（二维表示）

图 # 二维随机介质中平面波的传播（二维表示）
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图 ! 平均对数幅度和相位浮动数值验证（实线表示理论解析值，星点表示 "#次数值试验平均值，圆点表示 "#次

数值试验值标准差）

图 $ 对数幅度和相位的方差数值模拟（实线表示理论解析值，星点表示 "#次数值试验值方差）

%& 总结讨论

本文用随机泛函理论讨论了二维随机介质中的

平面波的传播特性以及局域化现象 ’假设介质是具
有窄带高斯谱的各向同性均匀随机场，基于平移算

子的特性给出二维随机平面波的解析近似解以及幅

度和相位的定量分析 ’将不同介质中的平面波和柱
面波对比发现，一维和二维随机介质中波的传播特

性仅仅并且完全由介质的谱结构决定，与波阵面形

状无关 ’这表明，在同一种介质中，平面波和柱面波
将具有相同的传播特性 ’
此外，由（!(）式和（!"）式可以得到

! ) *"!+ ) ,!"!
"

-!
./

*/
012［*#- 3+（-$）+］4#

) , !+%
-!

./

*/
5 #（+!，#）5 + 4#， （$%）

其中 5 #（+!，#）5 + 为& )（+!，#）处的谱 ’因此!
的数值 完全由 5 #（+!，#） 5 + 所决定，并且当

!
./

*/
5 #（+!，#）5 + 4# ) #时，有! ) #’此时二维随
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机介质中的平面波不再是驻波，而是行波 !对于本文
中的窄带高斯谱，其中心位于! " #!，一定有 !

$%

&%
’ "（#!，"）’ # ("" )，因此只会出现驻波 !

附录

对数幅度方差 ## 由（**）式给出
## "〈（+, ’ $ ’ &〈+, ’ $ ’〉）#〉

"〈（!
%

)
-.［

!

#（&!$）］(!）#〉! （/0）

由（1)）式容易得到

!

#的二阶 23.,.4核为
［

!

#］# " 3（!0 &!#）##（!0，!#）， （/#）

相应地，-.（

!

#）的二阶 23.,.4核为

［-.（

!

#）］# " 3
#（!0 &!#）［##（!0，!#）

&"#
#（!0，!#）］! （/5）

对于一个平稳随机过程 ’（ (），有［5］

〈（!
(

)
’（ (6）((6）#〉" #")（)）(， （/1）

其中 )（)）表示功率谱 )（ *）在 * " )处的值 !
将（/1）式运用到（/0）式中来计算 ## !由（/5）式可以得

到 -.（

!

#）所对应的 )（)），

)（)）" 0
1!!+

’ 3（!0 &!#）"#（!0，!#）

& !（!0 &!#）##
#（!0，!#）’ # (!0 (!#，（/*）

其中

##（!0，!#）$
0
#

!1 "#（!0）"##（!#）

（!0 &!#）
# $ #"·（!0 &!#）

[7 0
!#

0 & #"·!0 & #!#%

$ 0
!#

# & #"·!# & #!# ]
%

! （/8）

将（/8）式代入（/*）式得到

)（)）$
$!5
08!

$%

&%
.&"

1 9#（1&）
#

( ("， （/:）

代入（/1）式即可得到（**）式 !
同样的，我们有

［;<（

!

#）］# " 0
#（!0 &!#）［##（!0，!#）

$##
#（!0，!#）］! （/=）

类似的可以得到（*8）式 !注意到 ’ -.（

!

#）’ # " ’ ;<（

!

#）’ #，
所以 ## "’# !

［0］ /,(.4>?, @ 2 0A*= ),-. ! /01 ! "#$ 01A#
［#］ /B4CDC<> E，/,(.4>?, @ 2，F3GG3C4(.++? H I，-C<CJ43>D,C, K L

0A:A ),-. ! /01 ! 20** ! %& 8:5
［5］ MNO4C P 0A:* ),-. ! /01 ! / "" A1#
［1］ Q<3RD H K，F?4.,>?, I @，PC++?GJ - S，TGIC++ U -，VOW.4 - /

0AA= ),-. ! /01 ! 20** ! ’" 0#=8
［*］ X3.N+.4 U #))5 3 ! 4’56* ! 7809*%:.9 ! /5#;5* ! &%56.<0% ($ 00=A
［8］ QD.,N @，XDC,N X Y 0A=8 ),-. ! /01 ! 20** ! )( 0=:A
［:］ Q?OJ?O+3> I T，EG?,?<?O E Z，V4.>R V Q，I?D., T P 0A=A

),-. ! /01 ! 20** ! ’& *:*
［=］ Q3NC+C> T T，Q?OJ?O+3> I T，IDC, I K，KO4,.4 H 0AA8 ),-. !

/01 ! S )* =51)
［A］ [?R.3,?\?O+?O Q，Q?OJ?O+3> I T #))* ),-. ! /01 ! S (& 08*00#
［0)］ />CR4WC, / /，Z3G?4?]3G3 Z /，S?RR., F I 0* 5= 0AA= ),-. ! /01 !

S )( 05*5*
［00］ U34>GD 2，QR?++<C,, @，QR?+^ V 0AA= >:??’6 ! @5*, ! ),-. !

"$) 1A*
［0#］ I?<B.4> _ T，P3>+?\ @ H，K3\ / 0AAA $66 ! A6.* ! B06%; ):;695%0，

),-.;C’0 &,0:%;C’0 (# 5=0
［05］ I?,(CR I /，U34J\CR43G K - 0A=: ),-. ! /01 ! S *’ 8:=#
［01］ 2.C].4 - F 0AA1 ),-. ! /01 ! S %$ *==0
［0*］ K>C,N F，;>D3<C4O / 0A=1 3 ! D8* ! 7:9 ! $? ! / " =58
［08］ ;>D3<C4O / 0A:: )%:900#;6E. :< *,0 AFFF ’) 0)5)
［0:］ F3O _ Q，F3O P，2C,N I #))* $9*5 ),-. ! 7;6 ! )% 5008（ 3,

ID3,.>.）［刘劲松、刘 海、王 春 #))* 物理学报 )% 5008］

［0=］ 2C,N X F，MNO4C P，KCJCDC>D3 Z 0AA* ),-. ! /01 ! S )& 8)#:
［0A］ MNO4C P #))5 /5#;: 79; ! *+ =))8
［#)］ H3,N -，2C,N X F，MNO4C P #)): /5#;: 79; ! %* -Q#))*
［#0］ F3 ‘ P，aC,N a K #))* $9*5 ),-. ! 7;6 ! )% 0#（3, ID3,.>.）［李

兴华、杨亚天 #))* 物理学报 )% 0#］

［##］ MNO4C P，/?J3 K，a?>D3(C a 0A:8 ),-. ! /01 ! / "* 51A
［#5］ MNO4C P，a?>D3(C a 0A:8 ),-. ! /01 ! / "% :A8
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