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研究 *+,-.,/ 型约束力学系统 011,22 方程的 34, 对称性和 34, 对称性直接导致的守恒量 5分析 3.67.86, 函数和 !
函数的关系；讨论 *+,-.,/ 型约束力学系统 011,22 方程的 34, 对称性导致的守恒量的一般研究方法；在群的无限小

变换下，给出 011,22 方程 34, 对称性的定义和判据；得到 34, 对称性的结构方程以及 34, 对称性直接导致的守恒量的

表达式 5举例说明结果的应用 5
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! C 引 言

!)DD 年，E4FFG 找到一种研究力学系统运动的

新方 法［!］5 同 年，011,22 由 这 种 方 法 出 发，得 到 了

011,22 方程［#］5现在 011,22 方程已在分析力学理论

中占据重要地位，发展成为分析力学理论中三大力

学体系（3.67.86, 体系、H4,2G,8 体系和 011,22 体系）

之一［$］5
!D!) 年，HB,-+,7 揭示了对称性与守恒量之间的

潜在关系［%］5 但是，直到 #( 世纪 ’( 年代，对称性与

守恒量的研究才在分析力学领域飞速发展，现已取

得许多成果［9—!)］5
然而，011,22 方程对称性与守恒量的研究却进

展缓慢 5近年来，为寻找 011,22 方程的求解途径，I,4
首先由形式不变性（即 I,4 对称性）通过 HB,-+,7 对

称性间接得到了 HB,-+,7 守恒量［!D］；李仁杰和乔永

芬等人由形式不变性通过 HB,-+,7 对称性间接得到

了变质量完整系统的守恒量［#(］；罗绍凯由形式不变

性分别通过 HB,-+,7 对称性和 34, 对称性间接得到转

动相对论完整系统 011,22 方程的守恒量［#!］，罗绍凯

还由形式不变性通过 34, 对称性间接得到了一般完

整系统的守恒量［##］；文献［#$］研究了用 011,22 函数

表示的 011,22 方程 I,4 对称性的结构方程和 I,4 守

恒量 5
本文研究 *+,-.,/ 型约束力学系统 011,22 方程

的 34, 对称性和由 34, 对称性导致的 34, 守恒量 5首
先，建立 *+,-.,/ 型约束力学系统的 011,22 方程和系

统的 运 动 微 分 方 程；其 次，利 用 011,22 方 程 和

3.67.86, 方程的等价性，分析 3.67.86, 函数和 ! 函

数的关系，由 ! 函数通过简单运算得到 3.67.86, 函

数（该方法比文献［!D］利用 J.8-4224 理论［#%］要方便），

进而讨论 *+,-.,/ 型约束力学系统 011,22 方程的 34,
对称性导致的守恒量的一般研究方法；第三，在群的

无限小变换下，定义系统的 34, 对称性、弱 34, 对称

性和强 34, 对称性，并得到相应的判据方程；第四，

得到 34, 对称性的结构方程以及 34, 对称性直接导

致的守恒量的表达式 5最后，给出一个算例，并对本

文结论进行讨论 5

# C *+,-.,/ 型约束力学系统的 011,22 方程

假设 *+,-.,/ 型约束力学系统由 " 个质点组

成，其中第 # 个质点的质量和位矢分别为 $# ，!# ，系
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统的位形由 ! 个广义坐标 "#（ # ! "，⋯，!）确定，系

统所受的 $ 个理想 #$%&’%( 型的非完整约束方程、约

束对虚位移的限制条件和加速度能量分别为

%!（ &，!，!·）! ) （! ! "，*，⋯，$）， （"）

!%!
!"·#
""# ! ) （! ! "，*，⋯，$）， （*）

’ ! ’（ &，!，!·，"!）! "
* ()"#*

) ， （+）

（*）式、（+）式以及下文均采用 ,-./&%-. 求和约定 0 系

统的 122%33 方程可表示为

!’

!*"#
! +# 4#!

!%!
!"·#

! +5# 4 +6# 4#!
!%!
!"·#

（ # ! "，*，⋯，!）， （7）

其中

+# ! +5# 4 +6# （ # ! "，*，⋯，!）0 （8）

#! 为 与 第! 个 约 束 所 对 应 的 约 束 乘 子，

+5# ! +5#（ &，!，!·），+6 # ! +6 #（ &，!，!·）和 +# !

+#（ &，"，"·）分别为与第 # 个广义坐标 "# 对应的广义

约束力、广义有势力、广义非势力和广义力 0令

, ! ,（ &，!，!·，"!）! ’ 9 *"#+5# ， （:）

称之为 , 函数 0由（7）式和（:）式，可将系统的 122%33
方程改写为

!,

!*"#
!
!’

!*"#
9 +5# ! +6# 4#!

!%!
!-"#

（ # ! "，*，⋯，!）0 （;）

利用微分运算规则，由（+）式可直接算得［**］

!’

!*"#
! <

< &
!.
!"·#

9!.
!"#

， （=）

将方程（=）代入方程（;），得

!,

!*"#
! <
< &
!/
!"·#

9 !/
!"#

! +6# 4#!
!%!
!"·#

（ # ! "，*，⋯，!）0 （>）

假设系统非奇异，即 <%& !* /
!"·#!"·( )

0
! )，则在运动微

分方程积分之前，可由方程（"），（>）求出约束乘子

#! !#! &，!，!( )· 0 令

$# ! $# &，!，!( )· !#!
!%!
!"·#

（ # ! "，*，⋯，!）， （")）

$# 为与第 # 个广义坐标 "# 对应的广义约束力 0 于

是，有

!,

!*"#
! <

< &
!/
!"·#

9 !/
!"#

! %#

（ # ! "，*，⋯，!）， （""）

其中

%# ! %# &，!，!( )· ! +6# 4$#

（ # ! "，*，⋯，!） （"*）

称为与第 # 个广义坐标 "# 对应的广义非势合力 0方
程（""）称为与 #$%&’%( 型约束力学系统（（"），（>））相

应的完整系统的 122%33 方程 0 如果系统的初始条件

满足方程（"），那么方程（""）的解就给出 #$%&’%( 型

约束力学系统（（"），（>））的运动 0利用（""）式可求出

122%33 方程与 ?’@A’.@% 方程所共同具有的全部广义

加速度———系统的运动微分方程

*"# !&#（ &，!，!·） （ # ! "，*，⋯，!）0 （"+）

方程（"+）表明，由 122%33 方程与 ?’@A’.@% 方程所得

到的系统的运动微分方程完全相同 0

+ B ?’@A’.@% 函数与 , 函数的关系

一般情况下，?’@A’.@% 函数表述为如下形式：

/ ! 1)2 &，( )! "·)"
·

2 4 3) &，( )! "·) 4 4 &，( )! ，

（"7）

其中，第一项对应于动能，后两项与广义势能函数对

应 0利用方程（""）中的
!,

!*"#
! <

< &
!/
!"·#

9 !/
!"#

可求出

?’@A’.@% 函数与 , 函数的关系 0作如下运算：
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适当调整脚标，可得

, ! 1·)2"
·
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!"#

"C # 4 5 &，!，!( )· 0 （"8）

显然，如果已知 ?’@A’.@% 函数 /，便可由此求出 , 函

数 0反之亦然 0 由（"7），（"8）式可知，（"8）式中的
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! "，!，!( )· 与 !"#$"%#& 函数 # 无关 ’
在 !"#$"%#& 函数为动势结构的情况，即 $% ( )，

&%’ ( ) % !( )’ ，若设 &(( ( *+%,- % ( ’ (( )( ，! (
)，则有

# ( &(()
·.

( / * "，( )! ， （01）

+ ( &(( ,).
( 2!* "，( )!

!)(
,)( ， （03）

其中 * 对应于势能，它不能仅为时间 " 的函数 ’

4 5 677&88 方程 !9& 对称性导致的守恒

量的一般研究方法

方 程（00）表 明，:;&-"&< 型 约 束 力 学 系 统 的

677&88 方程与 :;&-"&< 型约束力学系统的 !"#$"%#& 方

程等价 ’因此，只需给出 677&88 方程（00）!9& 对称性

的定义并找到其判据方程，再利用（04），（0=）式，将

:;&-"&< 型非完整约束的 !"#$"%#& 系统 !9& 对称性的

结构方程和 !9& 对称性导致的守恒量表达式中的

!"#$"%#& 函数 # 用由（0=）式决定的 &%’ "，( )! )·%)
·

’ /

$% "，( )! )·% / * "，( )! 代替，即可得到 :;&-"&< 型约

束力学系统 677&88 方程（00）的 !9& 对称性的结构方

程和 !9& 对称性导致的守恒量的表达式 ’

= 5 :;&-"&< 型约束力学系统 677&88 方程

的 !9& 对称性

引入时间和广义坐标的无限小变换

"" ( " /""，)"( "( )" ( )( ( )" /")(

（ ( ( 0，.，⋯，-）， （0>）

或其展开式

"" ( " /!") "，!，!( )· ，

)"( "( )" ( )( ( )" /!"( "，!，!( )·

（ ( ( 0，.，⋯，-）， （0?）

其中，!为无限小参数，")，"( 为无限小变换生成

元 ’引进无限小变换生成元向量

#
( )) (")

!
!" /"(

!
!)(

， （.)）

以及它的一次扩展和二次扩展

##
( )0 (#

( )) /
$@"(

@ " 2 )·(
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$@")

@[ ]"
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，
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其中函数对时间 " 的全导数采用沿系统运动轨道曲

线的方式，有

$@
@ " ( !!" / )·(

!
!)(

/$(
!
!)·(

’ （..）

定义 ! 如果 677&88 方程（00）经无限小变换

（0?）变换后，其形式保持不变，即

!+"

!,)(
( %"

( （ ( ( 0，.，⋯，-）， （.A）

则这种对称性称为与 :;&-"&< 型约束力学系统（（0），

（?））相应的完整力学系统 677&88 方程（00）的 !9& 对

称性 ’
定义 " 如果 677&88 方程（00）经无限小变换

（0?）变换后，其形式保持不变，并且 :;&-"&< 型非完

整约束方程（0）的形式也保持不变，即

."& ( .& ""，!"，
@!"
@ "( )" ( )

（& ( 0，.，⋯，/）， （.4）

和方程（.A）同时成立，则这种对称性称为与 :;&-"&<
型约束力学系统（（0），（?））相应的完整力学系统

677&88 方程（00）的弱 !9& 对称性 ’
容易证明，约束方程（0）加在虚位移#)( 上的条

件方程（.）可改写为

!.&
!)·(

"( 2 )·("( )) ( )

（& ( 0，.，⋯，/；( ( 0，.，⋯，-）， （.=）

方程（.=）称为附加限制方程 ’
定义 # 如果 677&88 方程（00）和 :;&-"&< 型非完

整约束方程（0）经无限小变换（0?）变换后，其形式都

保持不变，并要求无限小变换生成元")，"( 满足附

加限制方程（.=），则这种对称性称为与 :;&-"&< 型约

束力学系统（（0），（?））相应的完整力学系统 677&88
方程（00）的强 !9& 对称性 ’

1 5 !9& 对称性的判据

!9& 对称性是微分方程在群的无限小变换（0?）

下的一种不变性 ’ 方程（00）和（0A）的 !9& 对称性判

据方程分别为［.=］

##
( ). !+

!,)( )
(

(##
( )0 ’( )( ， （.1）
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!!" ! #·"
!!" ! #$!""" $!""

!%!" %!""

!#&
!& %!""

!#·&

$!& ! #·&
$!( )" &

（#’）

方程（#(），（#’）等价［#)］& *+,-.,/ 型非完整约束方程

（0）在变换（01）下的不变性，可归结为如下约束限制

方程：

!#
( )0 ’$ %，!，!( )[ ]· $ "2 （#3）

于是，有

判据 ! 对于与 *+,-.,/ 型约束力学系统（（0），

（1））相应的完整系统的 455,66 方程（00），如果无限

小生成元!"，!" 使判据方程（#(）（或（#’））成立，则

455,66 方程（00）在无限小变换（01）下的不变性，称

为 *+,-.,/ 型约束力学系统 455,66 方程（00）的 78, 对

称性 &
判据 " 对于与 *+,-.,/ 型约束力学系统（（0），

（1））相应的完整系统的 455,66 方程（00），如果无限

小生成元!"，!" 使判据方程（#(）（或（#’））和约束限

制方程（#3）成立，则 455,66 方程（00）在无限小变换

（01）下 的 不 变 性，称 为 *+,-.,/ 型 约 束 力 学 系 统

455,66 方程（00）的弱 78, 对称性 &
判据 # 对于与 *+,-.,/ 型约束力学系统（（0），

（1））相应的完整系统的 455,66 方程（00），如果无限

小生成元!"，!" 使附加限制方程（#)）、判据方程（#(）

（或（#’））和约束限制方程（#3）成立，则 455,66 方程

（00）在无限小变换（01）下的不变性，称为 *+,-.,/ 型

约束力学系统 455,66 方程（00）的强 78, 对称性 &

’ 2 系统 455,66 方程 78, 对称性的结构

方程和 78, 对称性导致的守恒量

与 9:,-+,; 对称性不同，78, 对称性不一定导致

守恒量 &根据 *+,-.,/ 型约束力学系统 455,66 方程和

7.<;.=<, 方程的等价性，以及 *+,-.,/ 型约束力学系

统 7.<;.=<, 方程的 78, 对称性理论，可给出 78, 对

称性导致守 恒 量 的 条 件 和 守 恒 量 表 达 式 的 如 下

命题［#(］&
命题 如果与 *+,-.,/ 型约束力学系统（（0），

（1））相应的完整系统的 455,66 方程（00）的 78, 对称

性、弱 78, 对称性和强 78, 对称性的生成元!"，!" 以

及规范函数 ( $ (（ %，!，!·）满足如下结构方程

)*+ %，( )! #·* #
·
+ % ,* %，( )! #·* % - %，( )[ ]!

">!"

> %

%!#
( )0 )*+ %，( )! #·* #

·
+ % ,* %，( )! #·* % - %，( )[ ]!

%%" !" ! #·"!( )" %
">(
> % $ "， （#1）

则与 *+,-.,/ 型约束力学系统（（0），（1））相应的完整

系统的 455,66 方程（00）的 78, 对称性、弱 78, 对称性

和强 78, 对称性导致的 78, 守恒量为

. $ )*+ %，( )! #·* #
·
+ % ,* %，( )! #·* % - %，( )[ ]! !"

%!
)*+ %，( )! #·* #

·
+ % ,* %，( )! #·* % - %，( )[ ]!
!#·"

? !" ! #·"!( )" % (
$ @:=A- & （B"）

在 7.<;.=<, 函数为动势结构的情况下，即 ,* $
"，)*+ $ " * #( )+ ，若设 )"" $ @:=A- * $ + $( )" ，注

意到（0(）式，则结构方程（#1）和守恒量（B"）式变为

［)""#
·#

" % - %，( )! ］
">!"

> %

% !#
( )0 )""#

·#
" % - %，( )[ ]{ }!

%%" !" ! #·"!( )" %
">(/

> % $ "， （B0）

.C $ )""#
·#

" % - %，( )[ ]! !" %!
)""#

·#
" % - %，( )[ ]!
!#·"

? !" ! #·"!( )" % (
$ @:=A- & （B#）

32 算 例

*+,-.,/ 型约束力学系统的加速度能量、约束方

程、有势广义力和非势广义力分别为

0 $ 0
# 1 !##

0 % !##
# % !#( )#

B ， （BB）

’ $ #·#
0 % #·#

# ! ##
B $ "， （BD）

2EB $ ! 13，

2E0 $ 2E# $ 2F0 $ 2F# $ 2FB $ "2 （B)）

（BD）式中 1，3 为常量 & 是研究系统 455,66 方程的

78, 对称性和 78, 对称性导致的守恒量 &
由（(）式、（BB）式和（B)）式可得

4 $ 0
# 1 !##

0 % !##
# % !#( )#

B % 13!#B， （B(）

由（0(）和（0’）式可得

5 $ 0
# 1 #·#

0 % #·#
# % #·( )#

B ! 13#B 2 （B’）

由方程（’）和（BD）以及（0"）和（B(）式可得

!4

!!#0
$ 1!#0 $ &0 $ #’#·0，
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!!

!"#!
" $"#! " !! " !"#·!，

!!

!"##
" $"## " $ $% %!# " $ $% $ !"#·# &（#’）

由方程（#(）和（#’）可得

" " $
$%#·#

! #·!
) % #·!

! % #·( )!
#

" $ $%
(#·#

， （#*）

（#*）式代入方程（#’）可得

$"#) "!) " $
$%#·)

!#·#

，

$"#! "!! " $
$%#·!

!#·#

，

$"## " $ $% %!# " $ $%
! + （(,）

最后，研究 -./01/2 型约束力学系统 344/55 方程

的 67/ 对称性和 67/ 对称性导致的守恒量 +判据方程

（!8）给出

"#) $ #·)
"#, % &#,

%#·)

#·#

" $ &#) $ #·)
&#( ),

%
!#·#

% &## $ #·#
&#( ),

%#·)

!#·!
#

，

"#! $ #·!
"#, % &#,

%#·!

#·#
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方程（()）有如下两组解：

#, " )，#) "#! "## " ,，$
( ),
) " !!’；（(!）

#, "#) "#! " ,，## " )，$
( ),
! " !

!##
+（(#）

这两组无限小变换生成元对应于方程（(,）的 67/ 对

称性，即对应于与 -./01/2 型约束力学系统相应的完

整力学系统的 67/ 对称性 +约束限制方程（!’）给出

&#) $ #·)
&#( ), #·) % &#! $ #·!

&#( ), #·!

$ &## $ #·#
&#( ), #·# " ,& （((）

可以验证（(!），（(#）式这两组无限小变换生成元满

足方程（((），因此，它们还对应于方程（(,）的弱 67/
对称性 +附加限制方程（!9）给出

#) $ #·)#( ), #·) % #! $ #·!#( ),
&#!

$ ## $ #·##( ),
&## " ,& （(9）

可以验证，无限小变换生成元（(!）满足方程（(9），

但无限小变换生成元（(#）不满足方程（(9）+ 因此，

无限小变换生成元（(!）还对应于方程（(,）的强 67/
对称性 +

由结构方程（!*），可分别求出无限小变换生成

元（(!）和（(#）对应的规范函数

() " ,， （(:）

(! " )
! $%’ + （(8）

将（(!），（(:）和（(#），（(8）分别代入（#,）式，可分别

得到守恒量

)) " $ )
! $ #·!

) % #·!
! % #·( )!

# % $%## " ;<=>0，

)! " $#·# % )
! $%’ " ;<=>0 + （(’）

)) 是 67/ 对称性守恒量，又是弱 67/ 对称性守

恒量，同时还是强 67/ 对称性守恒量；)! 仅是 67/ 对

称性守恒量和弱 67/ 对称性守恒量 +

* & 结 论

在本文中，如果非势广义力 *?+ " ,，-./01/2 型

约束力学系统的 344/55 方程问题就退化为 -./01/2
型约束的保守系统 344/55 方程问题；如果 *? + " ,，

,% " ,% ’，( )! " ,，-./01/2 型约束力学系统的 344/55
方程问题就退化为完整约束的保守系统 344/55 方程

问题 +显然，本文结论对这两种情况依然成立，因此

本文结论具有较普遍的意义 +
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,! 物 理 学 报 9’ 卷



物理学报 !" !"#$］

［%］ &’ ( )，*+,-. (，&’,-. / 0，12’ 3 4 "##! !"#$ 5 %"&’ 5#$ 6$7
［8］ *+,-. 0 9 "##" !"#$ 5 %"&’ 5## $7:
［!#］ *+,-. (，12’ 3 4 "##6 !"#$ 5 %"&’ 5#% !#:%
［!!］ 3,-. / 0，&’,; ( <，<2-. ( "##= !"#$ 5 %"&’ 5#& !7"#
［!"］ )+2- 4 >，&’ ( 1 "##: !"#$ 5 %"&’ 5#! 776
［!6］ 3? / &，)+2- & @，)+2- 4 > "##7 !"#$ 5 %"&’ 5#’ %
［!=］ *+2-. A >，/’, & @，(? 0 A "##7 !"#$ 5 %"&’ 5#’ !688
［!:］ /’, & @，*+2-. A > "##7 ()*+ %"&’ 5 ,#$ 5 ’’ 6%"8（’- )+’-2B2）

［贾利群、郑世旺 "##7 物理学报 ’’ 6%"8］

［!7］ C2 > D "##$ ()*+ %"&’ 5 ,#$ 5 ’( !（’- )+’-2B2）［葛伟宽 "##$ 物

理学报 ’( !］

［!$］ /’, & @，*+,-. ( (，*+2-. A > "##$ ()*+ %"&’ 5 ,#$ 5 ’( 7=8（’-

)+’-2B2）［贾利群、张耀宇、郑世旺 "##$ 物理学报 ’( 7=8］

［!%］ /’, & @，*+2-. A >，*+,-. ( ( "##$ ()*+ %"&’ 5 ,#$ 5 ’( ::$:（’-

)+’-2B2）［贾利群、郑世旺、张耀宇 "##$ 物理学报 ’( ::$:］

［!8］ 12’ 3 4 "##! !"#$ 5 %"&’ 5 #$ !$$

［"#］ &’ E /，@’,;( 3，12-. / "##" ()*+ %"&’ 5 ,#$ 5 ’# !（’- )+’-2B2）

［李仁杰、乔永芬、孟 军 "##" 物理学报 ’# !］

［"!］ &?; A D "##" ()*+ %"&’ 5 ,#$ 5 ’# $!"（’- )+’-2B2）［罗绍凯 "##"
物理学报 ’# $!"］

［""］ &?; A D "##" - 5 !"+$.’"+ /$#0 5 #( !（’- )+’-2B2）［罗绍凯 "##"
长沙大学学报 #( !］

［"6］ /’, & @，4’2 / 3，*+2-. A > "##% !"#$ 5 %"&’ 5 9 #) !$
［"=］ A,-F’GG’ E 1 !8$% 123$4+*#2$’ 25 6"7287*#)+9 :7)"+$#)’ H（I2J

(;KL：AMK’-.2KNO2KG,.）M!=!
［":］ 12’ 3 4 "##= ,&;;7*8#7’ +$4 !2$’78074 <3+$*#*#7’ 25 !2$’*8+#$74

:7)"+$#)+9 ,&’*7;’（92’P’-.：92’P’-. H-BF’F?F2 ;Q R2S+-;G;.T <K2BB）

M"7=（’- )+’-2B2）［梅凤翔 "##= 约束力学系统的对称性与守

恒量（北京：北京理工大学出版社）M"7=］

［"7］ 12’ 3 4 !888 (==9#)+*#2$’ 25 >#7 ?823=’ +$4 >#7 (9.7@8+’ *2

!2$’*8+#$74 :7)"+$#)+9 ,&’*7;’ （ 92’P’-.： AS’2-S2 <K2BB）（ ’-

)+’-2B2）［梅凤翔 !888 李群和李代数对约束力学系统的应用

（北京：科学出版社）］

!"# $%&&#’(% )*+ ,-*$#(.#+ /0)*’"’% -1 233#44 #/0)’"-* 1-( )
56#’)#.’$ ’%3# ,-*$’()"*#+ &#,6)*",)4 $%$’#&!

/’, &’N@?-!）U )?’ /’-N)+,;!） *+,-. (,;N(?"） &?; A+,;ND,’6）

!）（,)"229 25 ,)#7$)7，-#+$.$+$ /$#078’#*&，A3B# "!=!""，!"#$+）

"）（C97)*8#) +$4 D$528;+*#2$ C$.#$778#$. !2997.7，%#$.4#$.’"+$ /$#078’#*&，%#$.4#$.’"+$ =7$##"，!"#$+）

6）（ D$’*#*3*7 25 :+*"7;+*#)+9 :7)"+$#)’ +$4 :+*"7;+*#)+9 %"&’#)’，E"7F#+$. ,)#N67)" /$#078’#*&，G+$.H"23 6!##!%，!"#$+）

（E2S2’V2W "# XSF;Y2K "##$；K2V’B2W Z,-?BSK’MF !" /?-2 "##%）

[YBFK,SF
&’2 BTZZ2FKT ;Q [MM2GG 2\?,F’;- ,-W S;-B2KV2W \?,-F’FT W2W?S2W W’K2SFGT YT &’2 BTZZ2FKT Q;K , )+2F,2V’B FTM2 S;-BFK,’-2W

Z2S+,-’S,G BTBF2Z ,K2 ’-V2BF’.,F2W5 R+2 K2G,F’;-B Y2FJ22- &,.K,-.2 Q?-SF’;- ,-W [ Q?-SF’;- ,K2 ,-,GT]2W5 [ .2-2K,G ,MMK;,S+ ;Q
BF?WT’-. S;-B2KV2W \?,-F’FT W2W?S2W YT &’2 BTZZ2FKT ;Q [MM2GG 2\?,F’;- Q;K , )+2F,2V’B FTM2 S;-BFK,’-2W Z2S+,-’S,G BTBF2Z ’B
W’BS?BB2W5 R+2 W2Q’-’F’;- ,-W F+2 SK’F2K’;- ;Q &’2 BTZZ2FKT ;Q [MM2GG 2\?,F’;-B ?-W2K F+2 ’-Q’-’F2B’Z,G FK,-BQ;KZ,F’;-B ;Q .K;?MB
,K2 .’V2-5 R+2 BFK?SF?K,G 2\?,F’;- ;Q &’2 BTZZ2FKT ,-W F+2 2^MK2BB’;- ;Q S;-B2KV2W \?,-F’FT W2W?S2W W’K2SFGT YT &’2 BTZZ2FKT ,K2
;YF,’-2W5 [- 2^,ZMG2 ’B .’V2- F; ’GG?BFK,F2 F+2 ,MMG’S,F’;- ;Q F+2 K2B?GFB 5

*+,-./01：[MM2GG 2\?,F’;-，)+2F,2V’B FTM2 S;-BFK,’-2W Z2S+,-’S,G BTBF2Z，&’2 BTZZ2FKT，S;-B2KV2W \?,-F’FT
2344：#6"#

!<K;P2SF B?MM;KF2W YT F+2 I,F’;-,G I,F?K,G AS’2-S2 3;?-W,F’;- ;Q )+’-,（CK,-F I; !#:$"#"!）,-W F+2 <K2NE2B2,KS+ 3;?-W,F’;- ;Q /’,-.-,- _-’V2KB’FT
（CK,-F I;5"##%&((#!!）5

U ‘NZ,’G：PG\####a!76b S;Z

!"! 期 贾利群等：)+2F,2V 型约束力学系统 [MM2GG 方程的 &’2 对称性与守恒量


